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1 Indledning

Disse noter om matematisk logik er en videreudbygning af det, som star i bogen
MAT A [1]. Vi vil her ga lidt mere systematisk frem og veere lidt mere pree-
cise, men Mat A bogen giver en udemaerket introduktion og motivation for at
beskaeftige os med matematisk logik. Hvis man er interesseret i at laese mere om
logik pa dansk, kan man laeese bogen Moderne elementer logik [3]. Denne bog er
mest filosofisk orienteret. For brug i matematik er bogen Logic for Mathemati-
cians [2] mere relevant. Denne fremstilling bygger dog pa mange ande kilder
end de ovennaevnte bgger.

2 Udsagn

Et udsagn er en ytring noget, som kan antage en af to veerdier. I logik kaldes
disse veerdier sand og falsk. Enhver ytring vil naturligvis blive sagt eller skrevet
i en bestemt person i en bestemt situation. Tolkningen af udsagnet vil atheenge
af situationen. Med mindre vi kender konteksten kan det derfor veere sveert at
tilleegge et udsagn en sandhedsveerdi.

Eksempel 1 Udsagnet "Manen er lavet af gron ost” vil vi tildele sandhedsver-
dien falsk. Udsagnet "manden hedder Soren" har ikke pi samme mdde en
bestemt sandhedsverdi. Sandhedsverdien vil afhenge af hvem vi henviser til,
ndr vi siger "manden”.

Hvad man mener med ordet sand, er noget som har optaget filosofer i &r-
tusinder, men er faktisk ikke sa interessant for den teori vil skal kigge pa.

Fglgende definition star ikke bogen Mat A, men burde ggre det noget noget
klarere hvordan hvordan begrebet logisk ackvivalens skal forstas.

Definition 2 Ved en udsagnsform vil vi forstd et udsagn skrevet pd en bestemt
mdde. En udsagsform er med andre ord en sekvens af symboler (bogstaver, tal,
matematiske og logiske symboler osv.). To udsagnsformer siges at vere logisk
@kvivalente dersom de har samme sandhedstabel.

Hvis P og @ betegner udsagn, skal vi ifglge ovenstédende definition opfatte
P AQ og (P AQ) som forskellige udsagnsformer, som er ekvivalente.

Opgave 3 Vis at P er logisk ekvivalent med — (—P).

Opgave 4 Vis de Morgans regler

~(PAQ)=(=P)V (=Q) ,
~(PVQ)=(=P)A(=Q) .



Opgave 5 Vis de kommutative, associative og distributive love:

ANB=BAA,
AVB=BVA,
(ANB)AC=AAN(BAC) ,
(AvB)vC=AvV(BVC) ,
AV (BANC)=(AVB)AN(AVC) ,
AN(BVC)=(AANB)V(ANC) .

Opgave 6 Vis at
A= B=(-B)=(-4) .

Opgave 7 Vis at hvis A = B og B = C' sd geelder ogsd A = C.

Da de associative regler gaelder vil vi fremover udelade de tilsvarende paran-
teser. Vi vil ogséa indfgre den konvention at — kun virker pa det umiddelbart
efterfglgende udsagn i en udsagnsform med mindre der star en parantes. Vil vi
saledes opfatte =A A B som akvivalent med (~A) A B fremfor - (A A B)

2.1 Logiske konnetiver og ligninger

Det er ret udbredt at bruge symbolerne <, =,V osv. ved lgsning af ligninger.
Tegnene benyttes isser ved beregninger pa tavle hvor symbolerne benyttes som
en slags stenografi. Her er det dog vigtigt at huske at symbolerne giver en prae-
cisering af dagligsprogets konnektiver men alle de fordele og ulemper det giver.
Ulempen er at man skal veere mere prcis for ikke at komme til at bruge sym-
bolerne forkert. Dagligsprogets konnektiver er ofte ikke helt preecise og dermed
abne over for en vis fortolkning. Omvendt vil de logiske konnektiver kunne
bruges til at give et godt overblik over beregningerne. Lad os som eksempel
tage lgsning af en 2.-gradsligning.

2 —6x+8=0
(3
2 —6x4+9—-1=1
(3
(z—3)°=1=0
(i
((z=3)+1)((z—-3)—-1)=0
(3

(z—3)+1=0V(z—-3)—1=0

<~

r=2Vzx=4.



En lgsning til en ligning vil sige et x, som ggr ligningen til et sandt udsagn. Vi er
interesseret i at omforme ligningen i et antal skrit saledes at lgsningsmaengden
ikke sendrer sig under vejs. Idet vi har brugt tegnet < korrekt fra top til bund,
ma der ogsa geelde at = gor den forst linje sand netop vis x ggr den sidste
linje sand. I dagligdags sporg vil det veere helt legalt at sige "ligningen har
lgsningerne 2 og 4". Det er dog tydeligt, at dagligdagssprogets "og" i dette
tilfaelde skal oversaettes til V og ikke til A, som man maske kunne veere fristet
til. Der kan jo ikke vaere tale om at = bade er lig med 2 og er lig med 4.

2.2 Normalform

Vi skal nu se at enhver tzenkelig sandhedstabel er sandhedstabel for en ud-
sagnsform, som kun indeholder konnektiverne —, A og V. I stedet or at skrive et
formelt bevis vil vi give et eksempel som illustrerer princippet.

Vi betragter sandhedstabellen

N e T SN s
ANV S e e RS
B B s B

R T S R e G

Vi leder efter en udsagnsform dannet af A, B og C' samt konnektiverne —, A og
V, sa sidste sgjle i tabellen bliver sandhedstabellen for denne udsagnsform. Vi
ser at udsagnsformen skal vaere sand i tre tilfselde. Det forste tilfzelde er hvis A
er sand, B er sand og C' er falsk, eller med andre ord at A A B A (—C) skal veere
sand. Den anden mulighed er at . Den sidste mulighed er at A A =B A =C.
Da netop disse tre muligheder skal give sand og alle andre skal give falsk, kan
vi tage disjunktionen af mulighederne

(FAABAC)V(-AANBAC)V (=AAN-BA-C) ,

hvilket netop en udsagnsform som giver den gnskede sandhedstabel.

Enhver udsagnsform har en sandhedstabel, er enhver udsagnsform aekvi-
valent en sadan disjunktion af konjunktioner. En udsagnsform omskrevet pa
denne made siges at veere pa disjunktiv normalform. Man kan sige at disjunktiv
normalform er en anden made at skrive en sandhedstabel pa.

Opgave 8 Omskriv udsagnsformen — (AV —(BV —~C)) til disjunktiv normal-
form wved hjelp af de distributive love og de Morgans regler.



2.3 Tilstraekkelige maengder af konnektiver

I bogen blev A <= B defineret som veerende skvivalent med (A = B) A
(B = A). Det er imidlertid ikke det eneste konnektiv som kan defineres ud
fra andre konnektiver.

Opgave 9 Vis
A= B=(-A)VB.

Definition 10 FEn tilstrekkelig mengde of konnektiver er en maengde sidan
at enhver sandhedsfunktion kan representeres ved en udsagnsform, som kun
indeholder konnektiver fra denne maengde.

En af konsekvenserne af den foregéende afsnit er, at {—, A, V} er en tilstraekke-
lig maengde af konnektiver. Dette resultat kan bruges til at finde andre tilstrackke-
lige meengder af konnektiver.

Seetning 11 Mengderne {—,A},{—,V} og {—,=} er tilstrekkelige mengder
af konnektiver.

Bevis. Enhver udsagnsform kan skrives pa disjunktiv normalform. Da AV B
er logisk sekvivalent med — (—A A —B) findes der en udsagnsform som er logisk
eekvivalent med den disjunktive normalform men kun indeholder — og A.

Enhver udsagnsform kan skrives pa disjunktiv normalform. Da A A B er
logisk akvivalent med —(—AV —B) findes der en udsagnsform, som er logisk
ekvivalent med den disjunktive normalform men kun indeholder — og V.

Da enhver udsagnsform er logisk skvivalent med en udsagnsform som kun
indeholder — og V, og da AV B er logisk ackvivalent med (—A) = B, er enhver
udsagnsform logisk sekvivalent med en udsagnsform som kun indeholder — og
= . n

Eksempel 12 Udsagnsformen ((—mA)V B) = C er logisk ekvivalent med hver
af folgende udsagnsformer:

e - ((mA)VvB)VC.
e - (=(AAN-B)A-C).
e (A= B)=C.

Fra konnektiverne —, A, V, = og < har vi set tre méader at vaelge et tilstrackke-
ligt par. Ingen andre par er tilstraekkelige. For at se det betragt fgrst meeng-
den {A,V,=,<} af konnektiver. Vi kan nu spegrge om udsagsformen som kun
antager vaerdien f kan udtrykkes ved hjeelp af disse konnektiver. Dette er imi-
dlertid ikke muligt, idet udsagnsformen, som kun indeholder konnektiver fra
{N,V,=, <}, altid vil have sandhedsveerdien s, hvis alle de udsagn som indgar
har veerdien s. Derfor er hverken {A,V,=-, <} eller nogen af dens delmangder
tilstrackkelig.



Opgave 13 Vis at mengden {—, <} ikke er tilstrekkelig.

Der findes andre konnektiver. Faktisk definerer enhver sandhedstabel et
konnektiv, men de fleste konnektiver defineret ud fra sandhedstabeller svarer
ikke til noget begreb, som er kendt fra dagligsproget.

Gensidig afvisning Dette konnektiv betegnes | og har sandhedstabellen

A B|A|B
s s f
s f f
f s f
f f S

Udsagnsformen A | B svarer i dagligdagssprog ret godt til "hverken A eller B".
Alternativ afvisning Dette konnektiv betegnes | og har sandhedstabellen

A B | AB
s s f
s f S
f s S
f f S

Dette konnektiv svarer ikke rigtigt til noget dagligdagsudtryk pa dansk. Det
nzermeste man kommer er "A og B er ikke begge sande".
Vores interesse for konnektiverne | og | skyldes primeert fglgende saetning.

Seetning 14 Hver af mengderne {|} og {|} er en fuldstendig mengde af kon-
nektiver.

Bevis. Vi vil starte med at vise at meengden {|} er fuldsteendig. Fgrst be-
marker vi at —A er logisk &kvivalent med A | A. Endvidere er (A ]| A) |
(B | B) logisk akvivalent med A A B. Da {—, A} er en fuldstaendig meengde af
konnektiver, geelder det samme for {]}.

Vi vil nu vise at meengden {|} er fuldsteendig. Som ovenfor danner vi forst
A|A og ser at denne udsagnsform er logisk skvivalent med —A. Udsagnsformen
(A]A) | (B|B) er logisk skvivalent med A V B. Da {—,V} er en fuldstendig
mangde af konnektiver, geelder det samme for {|}. m

Opgave 15 Skriv udsagnsformen A = B ved udelukkende ved brug af gensidig
afvisning.

Opgave 16 Skriv sandhedstabeller for (A ] B) | (A | B).

Bevis. I nogen tilfzelde, hvor en stgrrelse kan antage to veerdier kan vi veelge
at kalde den ene "sand" og den anden "falsk". I en teendt computer vil en
given ledning have en spasending pa enten 0,5 Volt eller pa 5 Volt. Man vil da
normalt identificere 0,5 V med tallet 0 og 5 V med tallet 1, men vi kunne lige
sé godt kalde dem "sand" og "falsk". i computeren vil et konnektiv veere en



elektronisk komponent som laver en kombination af inputs om til et bestemt
output. En mzngde af konnektiver er fuldsteendig, hvis komponenterne er i
stand til at producere et vilkarligt gnskeligt output med netop disse komponenter
til radighed. Komponenten svarende til | kaldes f.eks. en nor-gate og resultatet
er at en vilkarlig kompliceret komputer i princippet kunne bygges med denne
ene komponen og tilstrackkelig store maengder ledning. m

3 Aksiomatisk struktur

Hidtil har vi brugt sandhedstabeller til at afggre hvilke udsagsformer, der er
tautologier. Fra sandhedstabellerne har vi udledt er raekke regler sasom de
Morgans regler. Nu er det imidlertid sadan at nogle af reglerne kan anses for
at veere mere fundamentale end andre i den forstand, at de gvrige regler kan
bevises ved hjzlp af de fundamentale regler. Hvad vi veelger at anse for at
vaere fundamentale regler er langt hen af vejen et valg vi skal ggre. I andre
fremstillinger end denne, vil valget af fundamentale regler veere anderledes end
vores valg.

3.1 Syntaks

Vi starter med at beskrive, hvilke slags udtryk vi er interesserede i. Vi betragter
en mangde G, som har to regneoperationer som vi betegner A og V. Det vil
sige, at for g1 og g2 1 G betegner g1 A g2 0og g1 V g2 nye elementer i G. Vi vil
bruge det saedvanlige lighedstegn = til at angive at to elementer er ens. Vi vil
bruge paranteser pa seedvanlig vis, g1 V (g2 A g3) betyder at vi forst skal udregne
h = go A g3 og derefter g1 V h.
Denne syntaks forudsaetter naturligvis at vi er fortrolige med begrebet maengde

og relationen =. Hvis disse begreber ikke forudsaettes kendte, skal man starte
med noget andet som er kendt.

3.2 Gitre

Et aksiom er en fundamental regel som vi benytter til at udlede andre regler
fra. Ordet er graesk og betyder egentlig "oplagt", men nutildags kreever vi ikke
at aksiomer skal vaere oplagte.

Aksiom 17 Regneoperationerne A\ og \V opfylder folgende aksiomer

ANB=BAA AvB=BVA kommutative love
(AAB)AC=AN(BAC) (AVvB)VC=AV(BVC) associative love
(AVB)ANA=A (AAB)VA=A absorbstionslove
ANA=A AVA=A idempotente love

En matematisk struktur, som opfylder disse regler, kaldes et gitter. I stedet
for at kalde det aksiomer, kunne man sige, at vi har lavet en definition af hvad
det vil sige at en matematisk struktur er et gitter.



Det er let at checke at udsagnslogik udger et gitter, hvis vi opfatter sekvi-
valente udsagnsformer som identiske (vi har identificeret sekvivalente udsagns-
former). Vi skal blot checke at vi far tautologier, hvis vi erstatter lighedstegnene
med < . Der er imidlertid andre interessante matematiske strukturer, som er
gitre.

Eksempel 18 Lad L betegne de naturlige tal og lad V betegne mindste felles
multiplum. For naturlige tal m,n er m Vn det mindste tal som bide m og n gar
op i. Sdledes er 15V 9 = 45 idet 45 er det minste tal som bide 5 og 9 gar op
1. Vi lader N betegne stgrste felles divisor. Sdledes er 15 N9 = 3 idet 8 er det
starste tal som gar op i bade 15 og 9. Det er lige til at checke at vi far et gitter
pa denne mdade.

Definition 19 Vi skriver A < B dersom AN B = A.
Saetning 20 For alle A, B,C € G gelder
A=A,

og hvis
A=<BogB=<XC

sa geelder

A=<C.
Endelig gelder at hvis A< B og B=<A sier A=< B og A= B.

Opgave 21 Bevis denne setning.

Hvis G er en endelig maengde, sa findes et mindste element, som vi vil kalde
L, og et storste element, som vi vil kalde T. Disse svarer til en kontradiktion
og en tautologi.

Eksempel 22 De naturlige tal med gitterstruktur som beskrevet betyder m < n
at m gar op it n. Tallet 1 er mindre end alle andre naturlige tal idet 1 gar op
1 alle andre tal. Der er intet storste element. Der gelder hverken 3 <X 5 eller
5 <X 3 idet 3 ike gar op i 5 og 5 ikke gar op i 3.

3.3 Boolske algebraer

Vi indfgrer nu et antal definitioner for at fa et mere nuanceret sprog til at tale
om gitre.

Definition 23 FEt gitter siges at veere distributivt dersom

AV(BAC)=(AVB)A(AV(O) A er distributiv over V
AN(BVC)=(AANB)V(ANC) (V er distributiv over A)



Definition 24 FEt endeligt gitter siges at vere ortofuldstendig dersom der findes
en afbildning - : G — G der opfylder

AV-A=T og AN-A= L.

Definition 25 Et endeligt gitter siges at veere en Boolsk algebra dersom det er
distributivt og ortofuldstendigt.

Ved hjeelp af sandhedstabeller kan vi se at udsagnslogik udggr en Boolsk
algebra, men vi kender andre eksempler.

Eksempel 26 Lad M vere en mengde og lad G betegne mangden af delmaengder
af M. Da er G en Boolsk algebra hvor A identificeres med N (fellesmengde) og
V identificeres med U (foreningsmaengde). At A < B betyder at A C B (A er
en delmengde af B). I dette gitter vil = A blive identificeret med komplemen-
termeangden CA, hvilket er maengden af elementer i M som ikke er element i
A. Endvidere er L lig med @ og T er lig M.

Teorien for Boolske algebraer er saledes ikke kun en teori for udsagnslogik,
men kan ogsa bruges til at beskrive andre strukturer. Med dette system af
aksiomer og definitioner vil vi nu ga i gang med at afklare en raekke vigtige
spaergsmal, som vi giver overskrifterne: konsistens, fuldsteendighed og uathzengighed.

3.4 Konsistens

Et system af aksiomer og definitioner siges af veere konsistent dersom det er
uden indre modsigelser. Hvis systemet af aksiomer og definitioner indeholdt
indre modsigelser, ville der slet ikke veere nogen matematiske strukturer, som
levede op til systemet af aksiomer og definitioner. Hvis vi sa alligevel lod somom
systemet var konsistent, ville vi kunne bruge systemet til at bevise absurditeter.
Fra disse absurditeter ville vi kunne bevise andre absurditeter og hele matem-
atiken kunne blive inficeret. For at vise at aksiomerne og definitionerne for
Boolske algebraer er konsistent, er det tilstrackkeligt at finde en struktur som
er en Boolsk algebra. Vi tager en maengde M med 1 element. Denne har de to
delmaengder M og @. Vi kan skrive regneoperationerne ud i alle detaljer:

ISENIENI R NN
SIS SRS~

ZR|ID||E 8|C

og Lo = M og L@ = M. Det er ligetil at checke at de forskellige regler der skal
geelde for Boolske algebraer er opfyldte. Aksiomer og definitioner for Boolske
algebraer er dermed konsistente.



Hvis vi tilfgjede et aksiom, der sagde at
ANB=Aeller ANB=B

ville systemet af aksiomer og definitioner stadig veere konsistent, idet dette fak-
tisk geaelder for den Boolske algebra af delmeengder af en maengde med et ele-
ment. Et sddant aksiom ville faktisk medfgre at den Boolske algebra kun havde
to elementer.

Hvis vi tilfgjede et aksiom der sagde, at der findes et A € G sa

AV T er forskellig fra T

sé ville vi fa et inkonsistent system. Ud fra dette system ville man kunne udlede
hvadsomhelst.

3.5 Fuldsteendighed

Vi har pa den ene side udsagnslogik og pa den anden side Boolsk algebra. I
udsagnslogik kan vi checke om et udtryk er en tautologi ved hjeelp en sandhed-
stabel. I Boolsk algebra har vi et antal aksiomer og definitioner, og ud fra disse
kan vi udlede at visse udtryk er lig med T. Spgrgsmalet er nu om alt hvad der
er sandt i udsagnslogik kan udledes ud fra de fa aksiomer og definitioner som
bruges til at karakterisere en Boolsk algebra. Hvis dette er tilfeeldet siger vi at
aksiomerne og definitionerne tilsammen udggr en fuldstzendig aksiomatisering
af udsagnslogik. Det vil vi nu ga i gang med at vise ved at bevise en rakke
seetninger.

Forst et par ord om saetninger og beviser. En szetning er et udsagn som inde-
holder nogle premisser og en konklusion. Beviset for seetningen en en sekvens af
udsagn. De fgrste udsagn i et bevis er premisserne. Det sidste udsagn i et bevis
er konklusionen. Ethvert udsagn efter premisserne i et bevis folger umiddelbart
af de foregénde udsagn i beviset. At checke at et bevis er korrekt er derfor i
princippet en nzrmest mekanisk procedure som kan foretages uden nzermere
indsigt i emnet. At lave et bevis vil derimod ofte kraeve en del indsigt.

Saetning 27 Lad A og B vere elementer i en Boolsk algebra. Hvis AN—B = 1
0og AV-B =T, sider A= DB.

Bevis. Antag at AAN—-B =1 0og AV -B =T. Nu galder
B=BA(BV-B)
ifglge loven om absorbtion. Da BV —B = T gealder ogsa
B=BAT.
Ifplge en af vore praemisser geelder AV -B =T, s&

B=BA(AV-B).



De distributive love medfgrer at
B=(BANA)V(BA-B).

Heraf ses at
B=(BAA)V L.

Ifglge en af vore preemisser gelder A A —-B = 1 sé
B=(BANA)V(AA-B).
Ifeelge de kommutative love gaelder BA A= AN B sa
B=(AANB)V(AAN-B).
Ved hjalp af de distributive love far vi
B=AA(BV-B).
Nu gaelder BV =B = T og dermed
B=ANT.
Ved brug af ligningen T = AV —A fas
B=AA(AV-A).
Endelig giver absorbtionsloven at
B=A.

]

Ofte vil man skrive beviser i mere kompakt form, hvor nogen af ledene i
beviset springes over. Laeseren forventes da selv at kunne fylde hyllerne ud.
Pointen er imidlertid, at ethvert bevis i princippet kan skrives sa detaljeret ned,
at enhver kan checke det. Hvis man derfor stgder pa et bevis "man ikke forstar"
vil det veere mere praecist at sige at man ikke selv er i stand til at fylde hullerne
ud. En kortere version af ovenstaende bevis kunne se saledes ud:

B=DBA(BV-B)
=BA(AV-B)
=(BANA)V (BA-B)
=(BANA)V(AA-B)
=AA(BV-B)
=AN(AV-A)
= A.

De efterfplgende beviser vil ikke blive skrevet ud i alle detaljer.
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Sxetning 28 Lad A vere element i en Boolsk algebra. Da er —(—A) = A.
Bevis. Vi benytter ortofuldsteendighed pa —A og far
—AV-(RA) =T —AAN-(RA) =
Kommutativitet giver da
“(mA)V-A=T —-(CAAN-A=1.
Resultatet fglger nu ved brug af Seetning 27. m
Saetning 29 De Morgans regler gelder i enhver Boolsk algebra.

Bevis. Vi vil vise, at =(C'V D) = =C A =D. Vi kalder -C' A =D for A og
= (C'Vv D) for B. For at vise at A = B er det ifplge seetning 27 tilstreekkeligt at
vise at

AAN-B=1ogAV-B=T.

Forst bemeerker vi at =B = C' VvV D. Vi vil nu vise at AN —-B = 1. Vi har

AN-B=(-CA-D)A(CVD)
(=CAN=D)ANC)V ((-C AN—D)AD)
(FCANC)YN-D)V (-C A (=D A D))
=(LA-D)V(=CAL)

=1lvl

= 1.

Tilsvarende kan vi vise at AV =B = T. Det foregar som fglger

AV -B=(-CA-D)V(CVD)
=(=CV(CVD))AN(-DV(CVD))

(=CVvC)VD)A((-DVD)VC)

=(TVD)A(TVCO)

Beviset for at = (C' A D) = =C' V =D foregér pa samme méade. ®

Med de aksiomer, definitioner og ssetninger vi nu har til radighed kan ethvert
nok sa kompliceret udtryk omskrives til disjunktiv normalform. Hvis udtrykket
er en tautologi, kan disjunktiv normalform herefter vises at veere lig med T.

3.6 Uafhangighed

Vi har set at aksiomerne og definitionerne for Boolske algebraer er tilstrackkelige
til bevise alle sande sztninger i udsagnslogik. Spgrgsmaéalet er om de alle er
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ngdvendige eller om nogle kunne udelades. Da alle aksiomer og definitioner
giver sande egenskaber for Boolske algebraer, er spgrgsmalet om en af vil kunne
bevises ud fra de andre. Hvis ingen kan bevises ud fra de andre siges de enkelte
aksiomer og definitioner at vaere uathzengige.

Saetning 30 Lad G vere et gitter i hvilket der geelder
ANBVC)=(AANB)V(ANC)

for alle A, B,C € G. Da gelder ogsd
UVVAW)=UVV)A{UVW)

for alle U, V,W € G.

Bevis. Vi har

(UVWVINUVW)=(UVV)AU)V((UVV)AW)
=UV({(UAW)V(VAW))
=UVUAW)V(VAW)
=UV(VAW).

]

Det viser sig at de gvrige aksiomer og defintioner er uafthaengige. At bevise
uafhesengighed bestar i et aksiom og erstatter det sit negerede. Det fremkomne
system skal s& vises at veere konsistent, hvilket gores ved at finde en matematisk
struktur som opfyder netop disse aksiomer. Dette skal ggres for hvert enkelt
aksiom.
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