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1 Indledning

Eksponential- og logaritmefunktioner blev indfgrt pa Mat C nivea uden en prae-
cis definition. Funktionerne blev indfgrt og antoges at have visse egenskaber,
men at der overhovedet findes sadanne funktioner blev blot taget for givet. Her
vil vi give nogle mere praecise definitioner.

Logaritmefunktionerne blev indfgrt af Napier in 1614 som brugte dem som
et redskab til hurtigt at udregne rgdder og multiplikationer. Napier var igvrigt
ogsa den forste, som brugte decimalkomma pa en systematisk made.

2 Defintion af logaritmefunktionen

Definition 1 Fort € ]1;00[ er den naturlige logaritme defineret ved som arealet
under grafen for % fra 1 tilt. Fort =1 er den naturlige logaritme defineret til
at vere 0. For t € ]10;1] er den naturlige logaritme defineret ved som minus
arealet under grafen for % fra t til 1.

Figure 1: Arealet fra x =1 til x =t under y = 1/x er markeret.

Saetning 2 Den naturlige logaritmefunktion opfylder:
1. Hvis f(z) =1ln(z) sa er f (z) =1/x.
2. For s,t > 0 og et naturligt tal n gelder
In(s-t) =1In(s) +In(t),
In (f) =1In(s) —In(¢),

In (t") =nlnt.
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3. Den naturlige logaritmefunktion er kontinuert og voksende.

4.

Den naturlige logaritmefunktion er hverken begrenset opad eller nedad i
den forstand at

In(t) = 00 fort— oo,
In(t) = —o0 fort — 0.

5. Defitions- og verdimengde er givet ved Dm (In) = ]0; 0o[ og Vm (In) = R.

Bevis.

1.

Dette kommer af at vi udregner den naturlige logaritme som et areal under
funktionen 1/x Det praecise argument springer vi over her.

Den fgrste ligning folger af nogle arealbetragtninger som vi ikke skal
komme ind paher. Endvidere har vi

In(s) =1In (; ~t) =In (;) +1In(t)

og dermed

Den sidste formel fas ved

In(t")=In (¢t -t -t
——
n gange
=In@)+In()+---+1n(t)
n gange

=n-In(t).

Da den naturlige logaritme er differentiabel er den kontinuert. Da den
afledte af In er positiv er In en voksende funktion.

Ferst viser vi at In(f) — oo for ¢ — oo. Funktionen er voksende, sa
det er tilstraekkeligt at vise, at logaritmefunktionen kan antage vilkarligt
store veerdier. Vi har In(2") = n-1n2, sa hvis n er stor er In (2") stor.

For veerdier ¢ < 1 benytter vi at In(¢) = In (%/t) =1In(l) —In(1/t) =
—1In(1/t). Den anden greenseveerdi kan nu bestemmes ud fra at 1/t — oo

for t — 0.

Dette fglger fra de foregaende egenskaber.

Logaritmen med grundtal a > 1 kan nu defineres ud fra den naturlige loga-
ritme ved

Inx

log, (z) = na

Med denne definition ser vi at log, (a) = 1. Grundtallet for en logaritmefunktion
er med andre ord det tal, hvis logaritme er 1. Hvis vi skal finde grundtallet for



den naturlige logaritmefunktion skal vi derfor lgse ligningen In (¢f) = 1 eller
flt 27! dx = 1. Lgsningen til ligningen har navnet e og den omtrentlige veerdi
er 2.7183 .

Logaritmefunktionen med grundtal a er ligesom den naturlige logaritme kon-

tinuert og voksende og opfylder de samme logaritmeregler. Den afledte af log-

aritmefunktionen med grundtal a er ﬁ% Vi kan derfor sige at den naturlige

logaritmefunktion er karakteriseret ved at den afledte i © = 1 er 1. Det ap-
proksimerende 1.-gradspolynomium neer 1 er derfor givet ved

In(z)=In(1)+1-(z—-1)
=x—1.

En tilnsermet veerdi for e kan vi bestemme ved fglgende udregning;:
\" 1
ln<<1+) ) —nln<1+>
n n
1
~n <1 + - - 1>
n

=1

Derfor er e cirka lig med (1 + %)" og denne approksimation bliver bedre jo

storre n veaelges. Der geelder med andre ord at (1 + %)n — e for n — oo.

3 Eksponentialfunktioner

Vi starter med den naturlige eksponentialfunktion.

Definition 3 Den naturlige eksponentialfunktion er defineret som den inverse
funktion til den naturlige logaritmefunktion. Den naturlige eksponentialfunktion
betegnes exp .

Denne defition giver naturligvis kun mening hvis den naturlige logaritmefunk-
tion har en invers funktion, men det bliver netop sikret ved egenskaberne 1-5
for den naturlige logaritmefunktion.

Saetning 4 Den naturlige eksponentialfunktion opfylder
1. Hvis f (z) = exp (x) sa er f' (z) = exp ().
2. For reelle tal x og y og et naturligt tal n gelder:

exp (z +y) = exp (z) - exp (y)
exp (z)

exp (y)

exp (nz) = (exp (2))"

exp (i — y) =

3. Den naturlige eksponentialfunktion er kontinuert og voksende.
4. Den naturlige eksponentialfunktion opfylder

exp () = oo for © — +oo,
exp (z) = 0 for v — —o0.



5. Definitions- og verdimangde er givet ved Dm (exp) = R og Vm (exp) =
0; ool .

Bevis. Disse egenskaber bevises ved at oversatte de tilsvarende resultater for
den naturlige logaritmefunktion til resultater for den inverse funktion. Egenskab
1. er den eneste som kraever lidt mere arbejde. Da er

z = 1In (exp (z)).
Vi differentierer pa begge sider af lighedstegnet og far
1 = In’ (exp (7)) - exp’ ()

= @ exp’ (z).

Resultatet fas ved at gange med exp (x) pa begge sider af lighedstegnet. m
Eksponentialfunktionen med grundtal a definerer vi som den inverse funk-

tion til logaritmefunktionen med grundtal a. For at finde et pzent udtryk for

eksponentialfunktionen med grundtal a lgser vi ligningen

log, (y) = .
Da log, (y) =In(y) /In (a) far vi
In(y) = 21n(a)

og dermed

y=-exp(zln(a)).
Funktionen, som afbilder x over i exp (x1lna), er saledes eksponentialfunktionen
med grundtal a. Hvis x er et naturligt tal har vi

y=-exp(zlna) =exp(lna®) =a”.
Hvis z ikke er et naturligt tal kan vi bruge
a® =exp (zlna)
som betegnelse for eksponentialfunktionen med grundtal a. Vi ser nu at
e’ =exp(zln(e)) =exp(z-1) =exp(z),
sa e® er en kortere made at skrive den naturlige eksponentialfunktion.
Saetning 5 Fksponentialfunktionen med grundtal a > 0 opfylder
1. Hvis f (x) = a” sa er f'(x) =1In(a) - a®.

2. For reelle tal x og y og et positivt tal b gelder potensreglerne

a® - a¥ = a"tY
xr
a _
AR S
ay
(ab)” = a®b”®



3. Eksponentialfunktioner er kontinuerte. De er voksende hvis a > 1, afta-
gende hvis a < 1 og konstant hvis a = 1.

4. Hvis a > 1, sa gelder

a® — oo for x — 400,
a® — 0 for x — —o0.

Huvis a < 1, sa gelder

a® — 0 for x — +o0,

a® — oo for x — —o0.

5. Definitions- og verdimaengde er givet ved Dm (exp) = R og hvis a # 1 sd
er Vm (exp) = ]0; oof.

4 Potens og rod

For a € R er potensfunktionen 2%,z > 0 defineret som z® = e*"*. Den kan nu
differentieres som en sammensat funktion, hvilket giver

1 1

6alna: ca= = 2% .= = axafl'
T T

Vi kan udregne den inverse til en potensfunktion. Vi har

y=a" = ("= @)/ =¥V =z = 1.

Den inverse funktion til % er derfor z'/® og dermed selv en potensfunktion.
Hvis a er et heltal er der dog en serlig skrivemade for z'/¢ som er ¢/z. Det
vil sige at kvadratrgdder, kubikrgdder osv. blot er potenser i forkleedning. Den
antikverede skrivemade ¢/z er maske dekorativ men er igvrigt ret upraktisk.

Potensreglerne geelder altid sa leenge grundtallet er positivt. Der findes
desveerre ingen made generelt at definere potenser af negative tal saledes at
potensreglerne bliver ved med at galde.



