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1 Beslutningsteori

De gkonomiske optimeringssituationer, vi har set pa hidtil, har veret helt de-
terministiske. Det vil sige at vores gevinst har veeret fuldsteendigt bestem af
faktorer vi kendte eller vi har haft kontrol over. Her skal vi se pa situationer,
hvor der indgar usikkerhed. Her er lidt eksempler pa hvordan usikkerhed kan
komme ind i billedet.

Maleusikkerhed Selvom vi prgver at lave praecise observationer af den verden,
som omgiver os, vil selve observations- eller maleprocessen give anledning
til stgrre eller mindre usikkerhed.

Tilfaeldighed Verden, som omgiver os, er delvis styret af faktorer som i praksis
er umulige at forudsige. I spil kan det veere terningkast.

Andres beslutninger Ofte vil vi blive pavirket af andre personers beslut-
ninger. Disse personer har somme tider en direkte interesse i at holde
deres beslutninger hemmelige leengst muligt.

Der findes forskellige mader at trzeffe beslutninger i situationer med usikker-
hed. I Mat A er forskellige beslutningskriterier beskrevet men uden at der kom-
mer nogle interessante konklusioner ud af det. Her er de vigtigste:

Maximax-kriteriet Optimisten veelger den beslutning, som potentielt giver
storst afkast.

Maximin-kriteriet Pessimisten vaclger den beslutning, hvor risikoen er mindst.

Laplace-kriteriet Hvis man kender en sandsynlighedsfordeling over de usikre
heendelser, som influerer pa vores beslutning, sa kan man maksimere sin
middelgevinst. Hvis der tages beslutninger mange gange pa dette grundlag
vil den med stor sandsynlighed give den stgrste samlede gevinst.

Vi skal se at i de sakaldte to-personers nulsumsspil, vil en blanding af de to
sidste kriterier i en helt preaecis forstand veere det optimale.

Definition 1 En strategi siges at dominere en anden strategi, hvis den aldrig
er darligere. En strategi siges at dominere en anden strategi strengt, hvis den
altid er decideret bedre.

Det forste vi vil ggre, hvis vi far forelagt et beslutningsproblem, vil veere at
fjerne alle dominerede strategier. Uanset hvilket af bogens beslutningskriterie
man benytter, vil strengt dominerede strategier aldrig spille nogen rolle.

2 Flerpersoners spil

Beslutningsteori bliver fgrst rigtigt interessant i situationer, hvor flere skal traeffe
beslutninger samtidigt, hvilket vi nu skal se pa. Vi teenker os et antal personer,



som hver kan treffe en beslutning. Disse personer vil vil kalde spillere. Hver
spiller har sin egen kriteriefunktion og veerdien af kriteriefunktionen afhsenger
af hvad hver enkelt spillers strategi (vi vil i almindelighed kalde de forskellige
mulige beslutninger for strategier).

Eksempel 2 (Fangernes Dilemma) To mistenkte, Anders og Borge, er blevet
anholdt af politiet. Anders og Borge holdes adskilt, sa de ikke kan kommunikere.
Politiet har ikke beviser nok til at fa dem domt for deres grove forbrydelse, men
politiet kan fa de mistenkte fengslet i et halvt ar for en mindre forbrydelse. Da
historien foregar i USA, vil politiet sla en handel af med de mistenkte: hver af
dem kan velge at forrade den anden eller holde mund. Hvis begge holder mund,
far de hver et halvt ars fengsel. Huvis den ene forrader den anden og den an-
den holder mund, slipper forrederen fri og den anden far ti ars fengsel. Hvis
de forrader hinanden, far de hver fem ars faengsel. Skal de mistenkte forrade
hinanden, eller skal de holde tet?

Payoff for Anders | Bgrge holder tet | Borge synger
Anders holder tet —1/2 —10
Anders synger 0 -5

Payoff for Borge | Bgrge holder tet | Borge synger
Anders holder tet —1/2 0
Anders synger —10 -5

For Anders er det at holde tet domineret af at forrade Borge. For Borge er det
at holde tet domineret af at forrade Anders. Derfor velger de begge at forrade
den anden og de far begge 5 ars fengsel. Hvis de kunne samarbejde om at holde
teet ville de hver slippe med 1/2 ars fengsel.

For mere komplicerede spil kan det veere ngdvendigt at fjerne dominerede
strategier i flere omgange.

Eksempel 3 (Geet et tal) Et antal personer skal hver beslutte sig for et reelt
tal i intervallet [0;100]. Man udregner gennemsnittet af de valgte tal. Den hvis
geet er tettest pa 2/3 af gennemsnittet, vinder en premie. De andre vinder ikke
noget.

Da gennemsnittet af nogle tal i intervallet [0; 100] selv ma ligge i dette inter-
val ma 2/3 af gennemsnittet ligge i [0;66%] . Hvis man er rationel kan alle tal
over 66% udelukkes idet de som strategier er domineret af tallet 66%. Huvis alle
er rationelle, vil alle derfor velge tal fra intervallet [0; 66%] .

Huvis man ved, at de andre er rationelle ved man ogsa at gennemsnittet ma
ligge i [0;66%] , 8a 2/3 af gennemsnittet ma ligge i [O; % -66%]. Da vil alle alle
tal over % . 66% = 44% vere domineret og kan udelukkes. Huvis alle ved at de
andre er rationelle derfor kun velge tal fra intervallet [0;44%] .

Sadan kan man blive ved, sa hvis alle er rationelle og alle ved at de andre
er rationelle og alle ved at alle ved at de andre er rationelle osv. sa vil alle tal
over 0 kunne udelukkes og der er sa kun tilbage at alle velger 0.



Figur 1: John F. Nash (f. 1928) omkring 1994, hvor han modtog Nobel-prisen.

Definition 4 FEt st (s1, 82,83, ...,5,) af strategier for Spiller 1, Spiller 2,...,
Spiller n siges at udggre en Nash-ligevaegt, dersom inges spiller ville vinde noget
ved at endre sin strategi forudsat at de gvrige holdt fast i deres strategier.

I Fangernes Dilemma udggr (syng,syng) en Nash-ligevaegt. I Gaet et Tal
udger (0,0,0,. ..,0) en Nash-ligevaegt. Hvis et spil har en entydigt bestemt Nash-
ligevaegt, vil det mest rationelle for alle spillere veere at spille denne strategi.

Eksempel 5 Hver dag skal et stort antal pendlere fra Avnstrup til Bjergby.
Der er to store veje mellem byerne. Den ene gar gennem Ngrre Mellemby og
den anden gar genmem Sonder Mellemby. Der er en bred vej fra Avnstrup til
Norre Mellemby som det tager en time at kore. Tilsvarende er der en bred vej
fra Sonder Mellemby til Bjergby som det ogsa tager 1 time at kore. Fra Avnstrup
til Sonder Mellemby er der en smal men mere direkte vej. Det tager 30 + 30x
minutter at tage denne rute hvor x er den procentvise andel af biler, som tager
denne vej. Tilsvarende er der fra Ngrre Mellemby til Bjergby en smal men mere
direkte vej, hvor det ogsa tager 30 4+ 30x minutter at tage denne rute, hvor x er
antallet af biler der tager denne vej. Norre og Sonder Mellemby er imidlertid i
praksis én by, og der er en ganske kort forbindelsesvej mellem de to byers vejnet.
Tiden for at tage forbindelsesvejen vil vi seette til 0. En Nash-ligevaegt bestar i at
alle pendlere tager fra Avnstrup til Sonder Mellemby, videre til Norre Mellemby



og derfra til Bjergby. Transportiden bliver da 2 timer.

Det bemerkelsesverdige i dette eksempel er, at en sperring af forbindelsesve-
jen mellem Ngrre og Sender Mellemby @ndrer Nash-ligevaegten, sa det optimale
for alle bliver at halvdelen skal tage den nordlige rute og halvdelen den sydlige.
Herved bliver den gennemsnitlige transporttid reduceret til 1 time og 45 min.
Spaerring af vejen resulterer saledes i kortere transporttid for alle! I stedet for
helt at speerre forbindelsesvejen kan med lave vejbump og tilsvarende trafikhin-
dringer blot de gor at det kommer til at tage mindst 15 minutter at kore mellem
Ngrre og Sonder Mellemby.

Eksempel 6 Vi betragter et spil med to spillere, Alice og Bob, som hver har 4
strategier. Deres pay-off matricer er givet ved

Pay-off for Alice | by | ba | b3 | by

ay 11 4| 8] 4

as 3| 2|6\ 8

as 3| 41 9] -1

a4 3111 6] -2

o9

Pay-off for Bob | by | ba | b3 | by

aq 19| 16 | 20 | 15

as 51 8| 81 8

ay4 6| 3| 1] -2

Ved skiftevis at fjerne dominerede strategier fra Alice og Bob ender vi med, at
Alice skal velge strategi as og at Bob skal velge strategi by. Kombinationen
(a3, b2) er en Nash-ligeveegt, idet det ikke kan betale sig for nogen af spillerne at
@ndre deres strategi. Der findes kun denne ene Nash-ligevaegt, sa hvis bade Alice
og Bob er fuldstendigt rationelle, vil de velge denne kombination af strategier.

Eksempel 7 Vi betragter et spil med to spillere, Alice og Bob, som hver har 4
strategier. Deres pay-off matricer er givet ved

Pay-off for Alice | by | ba | bz | by
ar 21-2161| 8
as 11| -2 65| 2
as 100-8| 5| 2
ay 111 -8 5 1

09

Pay-off for Bob | by | by | b3 | by
a T 5141
as 151 7| 6| 16
as 0 3 6 1
a4 8| 8| 3| 6




Ved skiftevis at fjerne dominerede strategier fra Alice og Bob ender man med
strategierne a1 og ba. Det er igen let at checke at strategiparret (ay,bs) er en
Nash-ligeveegt. Strategiparret (aq,b1) er imidlertid ogsa en Nash-ligevaegt og den
er langt mere fordelagtig for bade Alice og Bob. Grunden til at denne kombina-
tion forsvandt da vi fjernede dominerede strategier var, at aq er domineret af
as men at den tkke var strengt domineret. Nashligevaegten (a1,bs) er en slags
lokalt maksimum, hvor ingen af spillerne foler noget incitament til selv at endre
sin strategi. Alice og Bob skal endre strategier samtidigt for at det nytter noget.
Dette kraver en form for forpligtende samarbejde.

I nogle spil kan det betale sig at samarbejde, og da er det en fordel at
forteelle de gvrige spillere hvad ens egen strategi er. I andre spil modarbejder
man hinanden og da kan det veere bedst at hemmeligholde sin strategi.

Eksempel 8 (Sten, Saks, Papir) Alice og Bob spiller Sten, Saks, Papir. Al-
ice har folgende payoff-matriz, idet vi regner vundet for 1 og tabt for -1.

Pay-off for Alice | Sten | Saks | Papir
Sten 0 1 -1
Saks -1 0 1
Papir 1 -1 0

Bobs payoff-matriz fas ved at skifte fortegn.

Pay-off for Bob | Sten | Saks | Papir
Sten 0 -1 1
Saks 1 0 -1
Papir -1 1 0

Vi ser at i dette tilfelde er der ingen strategier, som er dominerede. Bade Alice
og Bob wvil prove at hemmeligholde deres egen strategi indtil modspilleren har
valgt sin. Spillet har ingen Nash-ligevegt.

Det vi har set pa hidtil, er sakaldte rene strategier. Vi vil nu indfgre sakaldte
blandede strategier. 1 spillet Sten, Saks, Papir er der tre rene strategier og Alice
ber ikke rgbe sin stategi til Bob. Dette kan opnas ved at Alice blander de tre rene
strategier i forholdet (1/3,1/3,1/3), hvor 1/3 skal opfattes som en sandsynlighed.
Alice kaster derfor en terning og hvis der kommer 1 eller 2 gjne veelger hun sten,
hvis der kommer 3 eller 4 gjne veaelger hun saks, og hvis der kommer 5 eller 6
veelger hun papir. Denne blandede strategi kan Alice nu fortzelle Bob. Da vil
Bobs middelgevist vaere 0 uanset hvad han ggr. Tilsvarende kan Bob bruge den
blandede strategi (1/3,1/3,1/3) . Herved bliver kombinationen af de to blandede
strategier en Nash-ligevaegt.

Saetning 9 I et spil med endeligt mange spillere, som hver har endelig mange
rene strategier, findes altid (mindst) en Nash-ligevaegt af blandede strategier.

Beviset for denne sztning er vanskeligt og vi udelader det derfor. Seetningen
blev bevist af John Nash i 1950 og han modtog senere Nobelprisen i gkonomi
for resultatet.



Figur 2: John von Neumann (1903-1957) beviste minimax-seetningen i 1928 og
regnes sammen med O. Morgenstern som grundlasgger af spilteorien in 1933.
Han var igvrigt ogsa en af computerens faedre og ma anses for en af de vigtigste
videnskabsmaend i det 20. arhundrede.

3 To-personers nulsum-spil

I dette afsnit skal vi se pa en serlig type af spil, som dels er lette at analysere
og dels har mange vigtige anvendelser. Spillene er karakteriseret ved at der kun
deltager to spillere, som vi veelger at kalde Alice og Bob. Endvidere vil vi antage,
at hvad, der er godt for Alice, er tilsvarende skidt for Bob. Der geelder med andre
ord at

Jatice (51,82) = = [Bob (51,52) .

I denne type spil vil de to spillere aldrig have noget incitament for at samarbejde.
I stedet for at maksimere fg,, kan vi sige at Bob ¢nsker at minimere fazce.
Vi kan med andre ord ngjes med at interessere of for Alices kriteriefunktion,
som vi blot vil betegne f. Strategier for Alice vil vi betegne ay,as, ... og Bobs
strategier vil vi betegne by, by, .. ..

Saetning 10 [ et to-personers nulsumsspil vil alle Nash-ligevaegte have samme
veerdi.

Bevis. Lad (a1, b1) og (az,bs) betegne to Nash-ligeveegte. Da geelder at
f(a1,01) > f(az,b1),



idet strategi a; er optimal for Alice hvis Bob spiller strategi b;. Vi har ogsa at

f(az2,b1) > f(az,b2),

idet by er optimal for Bob hvis Alice spiller as, idet Bob gnsker at minimere f.
Vi har saledes vist at

flai,b1) > f(az,b2).

Den modsatte ulighed vises tilsvarende og vi har derfor at

f(aflvbl) = f(a2,b2).

]

Seetning 10 kunne give det indtryk, at alle Nash-ligvaegte er lige gode. Det
er ogsa rigtigt, hvis begge spillere spiller fuldsteendigt rationelt. I fglgende spil
er bade (a1, b1) og (az,b1) Nashligevaegte og begge har veerdi 1.

Payoff for Alice | by | b3
aq 1 4
ag 1 1

Vi ser imidlertid at a; dominerer as, sa hvis Bob ikke er rationel har Alice chance
for en gevinst pa 4 frem for 1. Det er et eksempel pa at maximin strategien
garanterer os et vist payoff, men at den sagtens kan give os et hgjere payoff.

Saetning 11 [ et to-personers nulsumsspil gelder
maxmbinf (a,b) < mbin max f (a,b). (1)
a a
Proof. I et to-personers nulsumsspil geelder

f (a0, b0) = f (ao, bo)

og dermed
min f (a0, b) < f (a0, bo) -

Vi tager nu maximum over Alices strategier og far

maxmbinf (a,b) < max f (a,bp) .

Dette geelder for alle Bobs strategier b, sa vi kan tage minimum over by pa hgjre
side hvilket giver
maxmbinf (a,b) < mbin max f (a,b).
a a

Seetning 12 (Minimax-ssetningen) Et to-personers nulsums-spil har en Nash-
ligeveegt, netop hvis

m(?xmbinf (a,b) = rnbin m(?xf (a,b). (2)

Specielt gelder (2), hvis begge personer tillades at bruge blandede strategier.



Bevis. Antag at max, min, f (a,b) = min, max, f (a,b) . Da findes ag og by sa
mbinf (ap,b) = mgxf (a,bo)
Derfor geelder
f (a0, bo) = min f (ao, b) = max f (a,bo) = f (ao, bo)

og dermed at min, f (agp,b) = max, f (a,bo) = f (ag,bo) . Det viser at (ag,bo) er
en Nash-ligevaegt.
Antag omvendt at (ag,bp) er en Nash-ligeveaegt. Da geelder

f(a,bo) < f(ao,bo)

for alle a idet Alice ikke far noget ud af at sendre sin strategi. Derfor gaelder
maaxf(a,bo) < f (a07b0)

og dermed ogsa
mbinrnaxf (a,b) < f(ag,bo) -

Tilsvarende vises, at
maxmin f (a,b) > f (ao, bo) -

Tilsammen far vi, at

mbinmaxf (a,b) < f(ag,bp) < maxmbinf (a,b),

hvilket viser at min, max, f (a,b) = max, min f (a,b).

Hvis de spillere tillades at bruge blandede strategier, findes ifglge Ssetning 9
en Nashligevaegt og da er minimax lig maximin. =

Hvis blandede strategier tillades, er minimax lig maximin og den fzelles vaerdi
kaldes spillets verdi. Med disse resultater er vi i stand til at lave en vigtig
klassifikation af to-personers nul-sumsspil, hvor de to spillere tillades at bruge
blandede strategier.

Spil med positiv veerdi Disse er favorable for Alice. Hun har en blandet
strategi, som giver positivt middelpayoff uanset hvad Bob ggr.

Spil med negativ veerdi Disse er favorable for Bob. Han har en blandet strate
gi, som giver Alice en negativ middelpayoff (og dermed sig selv en positiv
middelpayoff) uanset hvad hun ger.

Spil med veerdi nul Disse er hverken favorable for Alice eller Bob. Bade Alice
og Bob har en blandet strategi, som vil give dem begge en middelpayoff
pa nul uanset hvad den anden ggr.
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Med dette resultat i baghovedet kunne det jo veere rart at kunne udregne
et spils veerdi samt de optimale strategier. Det foregar ved en form for lineser
optimering. For at kunne illustrere metoden vil vi holde os til eksempler, hvor
Alice har 2 rene strategier, efter at alle dominerede strategier er blevet fjernet.
Vi vil i fgrste omgang antage at Bob ogsa kun har 2 strategier. I de fglgende
illustrationer tages der udgangspunkt i folgende payoff matrix for Alice

Pay-off for Alice | by | by
a0 51
al 1 2

Alice og Bob tillades, at bruge blandede strategier. Vi teenkler os, at Alice
blander strategierne ag og a; i forholdet 1 — s og s, hvor s € [0;1]. Denne
blandede strategi vil vi betegne as. Bobs strategier kalder vi by og b;. Hvis Bob
veelger strategien by bliver middelveerdien af kriteriefunktionen

f(as,bo) = (1 =) f (a0, bo) + sf (a1, bo) -

Vi bemaerker, at dette er en lineser funktion af s. Vi tegner grafen for denne
funktion.

Hvis Bob velger strategien by is stedet far man en anden ret linje.

Hvis den ene linje 1a over den anden ville det betyde at den ene af Bobs
strategier ville dominere den anden. Det har vi antaget ikke er tilfaeldet. Derfor
vil de to linjer skeere hinanden. Bob gnsker at minimere kriteriefunktionen og
vil derfor altid veelge den nederste kurve.

Det optimale blandingsforhold for Alice svarer derfor til skeeringspunktet
for de rette linjer, som vi vil kalde P. Lad os betegne det tilsvarende bland-
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ingsforhold s*. Pa figuren bliver s* = 1/3. Den blandede strategi med denne
blandingsforhold betegner vi ag~. Da geaelder, at

flas-,bo) = f(as,by1).

Hvis Alice laver den optimale blanding for at maksimere den minimale pay-off,
sa geelder der med andre ord at Bobs rene strategier giver samme middelpayoff.
Hvis blot den ene spiller vaelger den optimale strategi vil middelgevinsten vaere
f (a*,b*) uanset hvad den anden spiller foretager sig.

Antag at Bob blander sine strategier by og by i forholdet (1 —t) og ¢, og vi
kalder denne blandede stregi for b;. For et givet ¢ kan vi afbilde middelvaerdien
som funktion af s og fa

f(as,bt) = (1= 38) f (ag,bs) + sf (a1,bt),

hvilket igen er en ret linje. Hvis vi indseetter s = s* far vi

f(a5*7bt) = (1 - t)f(as*;bO) +tf (as*abl)
=(1—1t) f(as,bo) +tf (as,bg)
:f(as*7b0).

Det betyder at uanset valget af ¢ vil den rette linje (1 — s) f (ao, bs) +sf (a1,bt)
ga gennem punktet P.

Hvis Alice ved at Bob velger den blandede strategi by, sa vil Alice veelge den
rene strategi, som svarer til det hgjeste endepunkt. Bob gnsker, at det hgjeste
endepunkt ligger sa lavt som muligt og veelger derfor ¢ sa den rette linje er

11



vandret. Denne strategi for Bob vil vi kalde ¢*. Hvis Bob valger denne strategi,
vil middelpayoff for Alice ikke afthsenge af hendes valg af strategi. Vi ser, at
(as+,by+) er en Nash-ligevaegt. Hvis blot den ene spiller veelger den optimale
strategi, vil middelgevinsten veere f (ag«,bs+) uanset hvad den anden spiller
foretager sig.

4 Handel med sandsynligheder

Hvis vi i en beslutningssituation skal bruge Laplace-kriteriet, skal vi bruge en
sandsynlighedsfordeling. Hvis det drejer sig om et emne, hvorom vi ingen sarlig
indsigt har, kan det veere klogt at kontakte en ekspert og fa ekspertens bud pa
en sandsynlighedsfordeling. Hvis vi f.eks. gnsker at vide noget om sandsynlighe-
den for regn i morgen, kan vi kontakte en meteorolog, som sa kan give sit bud
pa hvilket tal vi skal bruge som sandsynligheden for regn i morgen. Hvis man i
stedet forestiller sig, at en general gnsker sig viden om nabolandets forsvar, vil
han kontakte sin efterretningstjeneste. Man kunne ogsa forestille sig en person,
som gnsker at foretage en aktiehandel og derfor gerne vil hgre en ekspertvur-
dering af sandsynligheden for at en bestemt aktie gar op eller ned. Men kan vi
stole pa ekspertens udtalelser? Har eksperten sin egen dagsorden, som han kan
forfplge ved at fejlinformere os? Det gnsker vi naturligvis at undga, sa vi vil
betale eksperten svarende til kvaliteten af ekspertens forudsigelser. Spgrgsmalet
er blot hvordan vi skal ggre. Vi vil fgrst preecisere problemet.

Vi betaler en spamand for at give os en sandsynlighedfordeling for at en
stgrrelse X antager en af veerdierne x1, zo, ... Spamanden bliver belgnnet som
folger. Vi venter med at belgnne spamanden indtil vi har set hvilken vaerdi X
far. Hvis X antager veerdien z; og spamanden har sagt, at X = x; indtreeffer
med sandsynlighed ¢;, sa vil spamanden modtage belgbet f (g;), hvor f er en
passende valgt differentialbel funktion med definitionsmaengde [0;1]. Ideen er
at vaelge f som en voksende funktion, sa hvis spamanden har forudsagt det som
rent faktisk indtreeffer med stor sandsynlighed, sa tjener han meget og hvis der
sker noget som spamanden sagde havde lav sandsynlighed, sa skal han ikke have
meget i lgn.

Definition 13 Funktionen f siges at give en sgte score-regel dersom den mo-
tiverer spamanden til altid at vere erlig.

Denne definition kraever lidt forklaring. Hvis spamanden selv udregner sandsyn-
ligheder med sandsynlighedsfordelingen pi, po, ... og veelger at give os sandsyn-
lighedsfordelingen ¢y, go, ... s& vil middelveerdien af spamandens score veere

pif(q) +p2f(g2) + - +puf(an)-

Funktionen f er derfor en sgte scorefunktion, hvis middelscore er maksimal nar
qi = Pi-

Seetning 14 Funktionen f (x) = Ilnx giver en @gte score-funktion.

12



Proof. Vi skal vise at

prIn(pr) +p2ln(p2) +- +puIn(pn) > p1In(q) +p2ln(ge) +- - +pnln(g).

Dette er det samme som at vise at

(p1In(q1) +p2In(g2) + - +pnln(gn))
— (prIn(p1) +p2In(p2) + -+ ppIn(pn))

:pllnq—1+p21nq—2+~-~+pnlnq—n
D1 P2 p

n

er negativ. Det approksimerende fgrstegradspolynomium for den naturlige log-
aritmefunktion omkring 1 er Inxz ~ x — 1. Da den naturlige logaritmefunktion
er konkav ligger grafen under sin tangent og der geelder derfor Inz < x — 1 og
lighedstegn gaelder kun for = 0. Det viser at

plln2+pglnq—2+~~+pnlnq—n
b b2 p

n

on (32) o (3 1) oo ()
b1 D2 Pn

=(@+qe+-+a)—@i+p2+--+pn)
=1—-1=0.

Seetning 15 Huis f er en differentiabel funktion med definitionsmaengde ]0;1],
giver en @gte score-regel, sa findes konstanter a € 10;00[ og k € R, sa

f(x)=alnz +k.

Proof. For enhver sandsynlighedsfordeling pq,po,... er middelgevinssten for
spamanden

pif (1) +p2f (p2) + - +puf (Pn)
hvis han giver os sandsynlighedsfordelingen (p1,p2,...,pn) 0g

pif(p1+x) +paf (2 —x)+ - +pnf (Pn)

hvis spamanden i stedet giver os sandsynlighedsfordelingen (p1 + x,p2 — 2, ...,Dn) .
Da det bedst skal kunne betale sig for spamanden at give os den sandsynligheds-
fordeling han selv bruger til at udregne sin middelpayoff, geelder der

p1f (p1)+paf (2)+- - +0uf (Pn) = p1f (01 +2)+p2f (P2 — )+ +Dnf (Pn)

og dermed

pif (p1) +p2f (p2) = pof (pr+ ) +paf (p2 — ).
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Vi indferer funktionen
g(x) =pif(pr+2)+paf (p2 —2)
og ser at g har maksimum for z = 0. Den afledte at g beregnes som
g (@) =prf (pr +2) —pof' (p2 — ) .
Da ¢’ (0) = 0 har vi
pif (p1 +0) —paf' (p2—0) =0

og dermed
prf' (p1) = paf' (p2).

Dette geelder for alle p; og ps 1]0;1] sa der findes en konstant a sé

pf’ (») = a.

Derfor geelder
") = &
f (p) »

Derfor er f en stamfunktion til funktionen a/p og dermed ma der geelde f (p) =
alnp + k for en konstant k. m
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