Undersggelse af indleering via forelsesninger og
opgaveregning

Thomas Mejer Hansen, Peter Harremoes,
Bo Markussen, Jesper Lund Pedersen

4. November 2004

— Forprojekt pa adjunktpaedagogikum —



Indhold

Formal med forsgget

Statistik 1B
2.1 Valg af emnet for undervisningsforsgget . . . . . . . . . .. ..

Materiale til forsgget

3.1 Undervisningsmateriale . . . . . .. .. ... 0oL
3.1.1  Overvejelser angaende forbedring af materialet . . . . .

3.2 Test . . ..

3.3 Spegrgeskemaer . . .. ... ..o

Forsaget

4.1 Forsggsprotokol . . . . . . . ...
4.2 Forelsesningerne . . . . . .. ..o
4.3 Ovelserne . . . . . ...

Resultater og behandling af data
5.1 Behandling af testdata . . . . . . ... ... ... ...
5.1.1 Beregning af indleeringsparametre og model kontrol . .
5.1.2 Signifikans test . . . .. ..o
5.2 De studerendes forberedelse og opfattelse af undervisnings-
form for forsgget. . . . . . ..o
5.2.1 Forberedelsestid vs. testscore, grupperet i undervisnings-
hold . . . . . . . ..
5.2.2  Forberedelsestid vs. testscore, grupperet efter om de
studerende regner uopfordret ellerej . . . . ... ...

Konklusion
Appendix A

Spgrgeskemaer
Sporgeskema 1 : Fgr forsgget . . . . . . ... ... .. ... ..
Spgrgeskema 2 : Efter forsgget . . . . . .. ..o

Appendix B
Forelaesning

Opgaver om Markovksede Monte Carlo

13

18

20

20
20
21

23

23

27



Evaluering 31

Uafhaengighedstest i tovejstabel 32
Statistisk Model . . . . . . . ... 32
MCMC metoden . . . . . . ... ... 33
Uaftheengighedstest . . . . . .. .. ... ... 34
Implementation i MatLab . . . . . . .. ... ... ... ... 36
Plots vedrgrende uatheengigstestet . . . . . . . . ... .. ... 38



1 Formal med forsgget

Forelaesning og assisteret opgaveregning er to vidt forskellige mader at vide-
regive viden til studerende. Formalet med denne undersggelse er at undersgge
hvilke af de to formidlingsformer, der giver den bedste indleering hos de stu-
derende, nar der er begraenset til til radighed. I forsgget er det 60 minutter.
Undersggelsen er foretaget ved at inddele studerende pa et statistikkursus i
to hold: Fgrste hold modtager deduktiv undervisning via foreleesning. Andet
hold modtager induktiv undervisning gennem opgaveregning.

Emnet for undervisningen er valgt saledes at begge former for undervis-
ning skulle kunne gennemfgres inden for 60 minutter.

Et andet formal med undersggelsen er at undersgge de studerendes me-
ning om og opfattelse af kurset. Resultaterne af undersggelse er mest til
gavn for forelaeseren, men flere af de studerendes kommentarer er relevante
og bruges i rapporten.

2 Statistik 1B

Statistik 1B er andetars-kurset i sandsynlighedsregning pa statistikuddannel-
sen. Bo er forlaeser pa kurset og gvelseslaerer er Ander Tolver Jensen. Kurset
lpber over to semestre med 2 timers foreleesninger og 1 times regnegvelser i
fgrste semester og 2 timers forelaesninger og 1 + % timers regnegvelser i an-
det semester. Den samlede belastning er 10 ECTS punkter, hvilket svarer til
1/6 belastning for en fuldtidsstuderende eller 7% time per uge. Dermed skal
de studerende ifglge normeringen bruge omkring 4% time pa at forberede og
efterleese hjemme i forste semester. Kurset afsluttes med en 4 timers skriftlig
eksamen med hjeelpemidler. Laerebogen pa kurset er J.R. Norris: Markov
Chains, Cambridge 1997. Pa kursets hjemmeside

http://www.stat.ku.dk/~markusb/Stat1B.htm
findes fglgende indholdsbeskrivelse:

Indhold: Markovkaeder i diskret og kontinuert tid, stokastiske processer. De
store tals lov. Svag konvergens, karakteristiske funktioner, den centrale
greensevaerdisaetning.

Kompetencer: Kurset skal give de studerende fortrolighed med stokastiske
processer og fglger af sandsynlighedsfordelinger.

Sa vidt vides er kurset kun obligatorisk for statistik studerende. Af ikke-
statistik studerende pa kurset er de to stgrste grupper aktuar og mat-gk
studerende. Disse studerende kan vaere pa et senere tidspunkt i deres studium.
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2.1 Valg af emnet for undervisningsforsgget

Som emne for undervisningsforsgget blev Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
metoden valgt af fglgende grunde:

1. Den grundleggende idé i og teori for MCMC udggr et afrundet hele,
som kan lezeres pa 60 minutter givet forudkendskab til teorien for Marko-
vkeeder.

2. MCMC udggr en vigtig praktisk anvendelse af Markovkaeder, og er
dermed et relevant emne for Statistik 1B. Endvidere er MCMC hverken
pensum eller kernestof for kurset, hvorfor det overfor de studerende er
forsvarligt at lave et randomiseret forsgg i dette emne.

3 DMateriale til forsgget

For at kunne gennemfere undervisningsforsgget udarbejdede vi fglgende ma-
teriale:

e Undervisningsmateriale for forelsesninger og opgaveregning (afsnit 1 og
2, notat 4 i appendix B)

e Test (afsnit 3, notat 4 i appendix B, her kaldet "Evalueringsskema’)
e Sporgeskemaer (appendix A)
e Opfplgende undervisningsmateriale (afsnit 4, notat 4 i appendix B)

Her er en beskrivelse af de 4 punkter.

3.1 Undervisningsmateriale

Til undervisningen udarbejdede vi to notater om Markovkaede Monte Carlo
og Metropolis-Hastings algoritmen. Det ene notat, forelaesningnoterne, blev
brugt pa foreleesningsholdet. Det andet notat, opgavesaettet, blev brugt pa
gvelsesholdet:

Forelsesningsnoterne er struktureret pa klassisk vis indenfor matema-
tik. Forst udvikles teorien med definitioner og resultater fra Markovkeedete-
orien, der skal bruges til konstruktionen af Metropolis-Hastings algoritmen.
Derefter praesenteres et simpelt eksempel.

Strukturen i opgavesaettet er baseret pa 10 opgaver. Udgangspunktet
for opgavesattet er det simple eksempel som ogsa er brugt i forelsesningsno-
terne. Definitioner og resultater fra Markovkaedeteorien og algoritmen bliver
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lpbende introduceret i opgaven efterhanden som der er brug for dem i ek-
semplet.

For at sikre at forelaesningsholdet og gvelsesholdet havde mulighed for at
leere det samme, er forelsesningsnoterne og opgavesaettet gjort sa identiske
som muligt i fglgende forstand: Der er de samme matematiske definitioner,
resultater og fraser i begge s@t, og de har samme ordlyd. Yderligere er ek-
semplet det samme. Netop med eksemplet blev vi ngdt til at ga pa kompro-
mis. Eksemplet er sggt og ikke motiverende for at bruge MCMC metoden,
men er tilpas nemt til at gvelsesholdet kan regne opgaver med det.

Et egentligt motiverende eksempel er et statistisk problem for tovejstab-
ler. I en normal forelaesning vil dette emne vaere en del af undervisningen,
som sa vil veere presset i tid. Men dette eksempel er for sveert for et gvel-
seshold at regne pa. Ved induktiv undervisning egner dette eksempel egner
sig bedre som projektopgave. Derfor valgte vi at bruge det simple eksempel
i undervisningen i forsgget. Vi forventede at forelsesningerne ville veere min-
dre pressede end normalt, og til gvelserne ville de studerende alligevel veere
under et tidspres for at na gennem opgavesattet. Eksemplet fra tovejstabler
er kommet i et selvsteendig notat. Dette notat blev brugt til forelaesningerne
ugen efter som opfglgning pa undervisningen fra forsgget.

3.1.1 Overvejelser angaende forbedring af materialet

Vi vil kort skitsere hvordan materialet eventuelt kunne forbedres saledes at
konklusionerne ville blive mindre diskutable.

e Forsgget kunne konstrueres som en konkurrence mellem en svoren til-
haenger af henholdsvis induktiv og deduktiv undervisning. De skulle
blive enige om et emne og i feellesskab lave en database af spgrgsmal
inden for emnet. Databasen skulle veere tilpas stor saledes at man ikke
ville kunne give en ”facitliste” til alle spgrgsmalene. Idet bade tilhaenge-
ren af induktiv og deduktiv undervisning begge kendte hele databasen
ville de hver for sig kunne lave hvad de selv ansa for den optimale
undervisning.

e Forsgget skulle gentages med forskellige typer studerende og forskellige
typer emner. Idet tidsfaktoren er helt central i vores konklusion, skulle
forsgget ogsa gentages med forskel i afsat tid.

e Forsgget kunne med fordel udvides til at omfatte andre former for un-
dervisning sasom selvstudie, men det ville naturligvis kreeve at man
havde flere studerende til radighed.



3.2 Test

Hvad de studerende havde leert ved de 60 minutters undervisning, blev un-
dersggt ved en efterfglgende test. Testen bestod af 8 spgrgsmal, der skulle
besvares uden hjalpemidler. Der var bade abne og lukkede spgrgsmal om
begreber og matematisk forstaelse af Markovkaeder og MCMC metoden. Det
var tilstraebt, at hverken forelaesnings- eller gvelseshold blev favoriseret. Der
var afsat sa meget tid til testen, at tidspres ikke burde veere nogen faktor.

3.3 Sporgeskemaer

I undersggelsen uddelte vi to spgrgeskemaer. Det fgrste blev brugt til at
starte forsgget med, og det andet til at afrunde forsgget.

Spgrgeskema 1 indeholder spgrgsmal om de studerendes tidsforbrug pa
henholdvis forelaesninger og gvelser, samt deres vurdering af om de leaerer
mest ved forelaesninger eller gvelser. Sporgeskema 2 indeholder spgrgsmal
om de studerendes mening om selve undervisningsforsgget og Statistik 1B.

4 Forsgget

Forsgget foregik mandag den 18. oktober fra klokken 9 til 12, hvor der nor-
malt er to timers forelaesninger og en times gvelser. Der deltog ialt 18 stu-
derende i forsgget, hvor 4 af dem fgrst kom med fra klokken 10. De 4 nye
blev af praktiske grunde placeret pa forelaesningsholdet. Der var dermed 11
pa foreleesningsholdet og 7 pa @velsesholdet.

4.1 Forsggsprotokol

De studerende var ikke pa forhand informeret om, at de skulle deltage i et
undervisningsforsgg. Dermed var ingen af de studerende forberedt til under-
visningen om MCMC. For at de studerende kunne vaere anonyme i forsgget og
vi samtidig kunne holde rede pa hver enkelt studerendes besvarelser, modtog
hver en kuvert, som besvarelserne skulle leegges i. Pa kuverterne var der
skrevet enten et “F” for foreleesning eller et “@” for gvelser. Forsgget lgb af
stablen efter planen:

e Klokken 9:15, vi uddelte spgrgeskema 1 som de havde omkring 10 mi-
nutter til at svare pa.

e Klokken 9:30, kurverter med lige mange “F”’er og “0”’er blev uddelt
tilfeeldigt. Vi opdelte de studerende i to hold, et forelaesningshold og



et gvelseshold. De studerende, der havde en kuvert med et “F”, var pa
forelaesningsholdet, og skulle blive og have forelsesninger med Bo. De
studerende, der havde en kuvert med et “©”, var pa gvelsesholdet, og
skulle have gvelser med Peter.

e Klokken 9:45-11:00, der var undervisning i 60 minutter med forelaes-
ninger ved Bo og gvelser ved Peter.

e Klokken 11:15, de studerende fik en test uden hjelpemidler, som de
havde 25 minutter til at svare pa.

e Klokken 11:45, spgrgeskema 2 blev udleveret som afrunding pa forsgget.

4.2 Forelaesningerne

Forelaesningerne blev afholdt pa to gange 30 minutter med 15 minutters
pause. De studerende fik udleveret foreleesningsnoterne. Forelaesningerne for-
spgtes gennemgaet ordret efter disse noter, pa neer at beviset for vurderingen
givet i ligning (3) ikke blev gennemgaet. Dette bevis er med for fuldstaendig-
hedens skyld i noterne, som udggr en del af Statistik 1B, men er temmelig
omfattende og teknisk. Idet beviset var umuligt at indpasse i gvelserne, blev
det heller ikke gennemgaet til forelaesningerne.

Efter pausen dukkede der yderligere 4 studerende op. To af disse mangler
altid i forste forelaesningstime, hvor de er instruktorer for regnegvelser. De
ma derfor antages at veere dygtige studerende, hvorfor der er en lille selektion
bias. De 4 ekstra studerende blev naturligt indlemmet pa forelaesningsholdet.
Idet det var vigtigere for forelaeseren at levere god undervisning end at folge
forsggsprotokollen besluttedes at give en hurtig repetition af stoffet. De stu-
derende, der har veeret til begge foreleesningstimer, har saledes faet repeteret
ergodeszetningen og definitionen af detaljeret balance en ekstra gang, mens
de 4 ekstra studerende kun har faet en hurtig repetition af disse emner.

4.3 velserne

De 7 som kom pa gvelsesholdet fulgtes, med Peter op til Matematisk Instituts
frokoststue som i denne anledning var blevet inddraget til undervisningslo-
kale. De studerende fik udleveret opgavesaettet og fik at vide hvordan det ville
forega. Der var 60 minutter til radighed, som de skulle bruge til at lgse flest
muligt opgaver. De kunne arbejde sammen, som de havde lyst, og de kunne
sporge Peter om stort og smat, men det ville ikke veaere en klassetime, sa der
ville ikke blive nogen faelles gennemgang af dele af stoffet. Deres besvarelser



af opgaverne skulle ikke afleveres, sa de behgvede ikke at ggre noget ud af
skrive det paent op.

De regnede koncentreret i de folgende 60 minutter. De samarbejdede stort
set ikke om opgaverne - maske fordi dem, de plejer at arbejde sammen, med
var til foreleesninger. I begyndelsen var de helt stille og spurgte stort set ikke.
Stemningen var abenbart lidt prgveagtig, sa Peter fandt en undskyldning for
at forlade lokalet i 5 minutter. Da han kom tilbage, var stemningen lidt let-
tere, og de var mere villige til at sparge. Efter en time sluttede gvelsestimen,
og der blev holdt en pause indtil den sidste del af dagens program. De fleste
naede hovedparten af de spgrgsmal, der ikke drejede sig om bevis for ergo-
desztningen. Ingen naede alle spgrgsmal. Der var almindelig enighed om, at
gvelsestimen havde veeret ret tidspresset.

5 Resultater og behandling af data

5.1 Behandling af testdata

Tabel 1 indeholder resultatet af testen. Spgrgsmal 1 i testen adskiller sig fra
sporgsmal 2 til 8 idet det ikke vedrgrer indholdet af undervisningen under
forsgget, men omhandler stof som skulle vaere kendt pa forhand. Pa trods af
dette er spgrgsmal 1 blevet behandlet sammen med de gvrige spgrgsmal.

5.1.1 Beregning af indleeringsparametre og model kontrol

Vi gnsker at tildele hver enkelt studerende en parameter, der kvantificerer
indleeringen under undervisningsforsgget. Hvis raekkerne og sgjlerne i tabel
1 er uafhengige, sa kan det antages at alle spgrgsmalene maler den samme
slags viden om MCMC hos de studerende. Idet denne viden kan antages at
stamme fra forsggsundervisningen, vil reekkesummerne dermed kvantificere
indleeringen. Hvis alle testsporgsmalene enten er besvaret helt rigtige eller
helt forkerte, sa haves en tabel af 0’er og 1’er. Uatheengighed mellem raekker
og sojler svarer i dette tilfeelde til at data kan beskrives ved den sakaldte
Rasch model. For at omforme delvis rigtige svar, som har faet tildelte en
score mellem 0 og 1, omseaettes disse vaerdier til enten 0 eller 1, idet 1 vaelges
med sandsynlighed givet ved scoren. For denne tilfseldige tabel af 0’er og 1’er
testes Rasch modellen. Vi har gjort dette for 100 forskellige realiseringer af
disse tabeller, og et histogram over de tilhgrende p-veerdier! findes i figur 1.

IMCMC metoden bruges til at beregne p-veerdierne af det sdkaldte eksakte test baseret
pa Pearsons teststorrelse.



Stud. | Undervis. sp.1 sp.2 sp.3 sp.4 sp.b sp.6 sp.7 sp.8|ialt|rang
nr. f/o ot o1 01 01 01 01 01 0-1]0-8
8 0 0.6 0 0 0 0 0 0 0 0.6 1
11 @ 0.1 0 0 0 1 0 0 0 1.1
2 f 1 0 0 0 1 0 0 0 20 | 3.5
12 0 1 0 0 0 1 0 0 0 20 | 3.5
10 [0 1 0.2 0 0 1 0 0 0.5 | 2.7 5
9 9 1 0.8 1 0 0 0.5 0 0 3.3 6
6 ) 0.6 0 1 0 1 0.8 0 0 3.4 | 7.5
15 f 1 0 0 1 1 0.4 0 0 34 | 7.5
1 f 0.6 1 1 0.7 05 0.5 0 0 4.3 9
13 f 0.4 1 1 1 1 0 0 0 4.4 | 10
16 ) 0.3 0.7 1 0.5 1 0 0 1 4.5 11
5 f 0.4 1 1 1 1 0.2 0 0 4.6 12
18 f 0.4 1 1 0 1 0.8 0 0.5 | 4.7 | 13
17 f 1 1 1 1 1 0 0 0 5.0 14
4 f 1 0.2 1 1 1 0 1 0.5 | 5.7 | 15
7 f 1 0.3 1 1 1 0.5 1 0 5.8 16
3 f 1 1 0.8 1 1 1 0 0.5 | 6.3 | 17.5
14 f 1 1 1 1 1 0.8 0 0.5 | 6.3 | 17.5
snit fore. 0.80 0.68 0.82 040 0.96 0.38 0.18 0.18 | 4.40
snit gvl.  0.66 0.24 043 0.07 0.71 0.19 0 0.21]251

Tabel 1: Tabel for resultat af test af undervisning og opgaveregning, sorteret
efter rang.
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Eksakt Pearsons test af Rasch modellen
T T

Antal observationer

06 (X
Simuleret p-veerdi

Figur 1: p-veerdier for accept af Rasch modellen for randomiserede tabeller

Disse p-veerdier udviser stor variation i omradet fra 0.3265 til 0.9865, men
idet ingen af de 100 tilfseldige tabeller fgrer til forkastelse af Rasch modellen
accepteres hypotesen om uathaengighed mellem raekker og sgjler.

5.1.2 Signifikans test

Figure 2 viser et histogram og Figur 3 viser fordelingsfunktionen for testscoren
for forelaesnings- og gvelsesholdet.

Gren = Forelaesnings gruppen, Red = Qvelses gruppen

Antal observation

Test score

Figur 2: Histogram over testscore for de to hold

Tilsyneladende klarede forelaesningsholdet sig markant bedre end gvel-
sesholdet. Nedenfor undersgges om dette kan tilskrives en tilfseldighed ved
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Grgn = Forelaesnings gruppen, Red = Qvelses gruppen

Fordelingsfunktion

I L )
5 6 7 8

L L
[ 1 2 3

4
Test Score

Figur 3: Fordelingsfunktion for testscore for de to hold

lodtreekningen. Hvis forskellen ikke kan forklares ved en tilfazeldighed i lod-
trackningen, sa er konsekvensen at forskellen ma skyldes forskellen mellem de
to undervisningsforlgb.

Vi rangordner de 18 studerende efter deres score og giver dem en placering
fra 1 til 18, hvor 1 er darligst. De to studerende pa plads 3,4 henholdvis 7,8
henholdvis 17,18 har opnaet den samme score, hvorfor de begge far placering
3.5 henholdvis 7.5 henholdvis 17.5. Herefter glemmes de studerende score,
og kun deres placering huskes. Hvis placeringerne i forelaesnings- og @vel-
sesholdet skyldes tilfzeldigheden via lodtreekningen, sa skal de studerende i
gvelsesholdet i middel have opnaet placering (1418)/2. Vi bruger dermed
teststgrrelsen

1+18
5|

7
Z placering af studerende # k ved gvelserne —
k=1

-

~3|

Dette giver p-vaerdien? P(V > 3.8571) = 0.0180, se Figur 4. Det er altsa
hgjst usandsynlig, at forskellen kan forklares ved lodtreekningen alene. *

2Denne p-veerdi beregnes ligeledes via MCMC

3Man kan argumentere for at de 4 senere tilkomne studerende pa forelsesningsholdet
skulle udelades af forsgget. Vi har gentaget signifikanstestet med de to bedste studerende
udeladt fra forelaesningsholdet. Dette giver p-veerdien P(V > 2.8571) = 0.0465. Konklu-
sionen er derfor robust overfor den potentielle selektion bias.
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<10’ Histogram
; :

p-veerdi = 0.018007 -

Antal observationer

Figur 4: Signifikanstest for forskel mellem forsggsholdene

5.2 De studerendes forberedelse og opfattelse af un-
dervisningsform fgr forsgget.

Tabel 2 og Tabel 3 sammenfatter de studerendes besvarelse af spgrgeskema
1.

Forberedelsestid Som forventet er der stor spredning pa de studerendes
forberedelsestid. Der er en svag tendens til at der bruges mindre tid
til at forberede sig fgr en forelaesning i forhold til den tid derbruges
til forberedelse til gvelser og forstaelse af en foreleesning. Som naevnt
tidligere er studiet normeret til at tage 7% time af de studerendes
tid per uge, hvoraf de 4% time eller 270 minutter er afsat til forbe-
redelse/efterbehandling hjemme. Der er kun 4 ud af de 18 studerende,
som forbereder sig mere end normeringen.

Undervisningsform Alle pa neer een studerende mener gvelser vil give den
mest effektive udnyttelse af en times undervisning, og naesten alle mener
at de far mere ud af gvelser end af foreleesninger.

Stoffets svaerhedsgrad De studerende mener generelt at stoffet og fore-
laesning er alt for sveert til udfordrende. Der er en tendens til at gvelser
opfattes som en anelse lettere end stof til forelaesninger.
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Stud. For-. F  Efter F. Forb. Ov. | SUM
nummer min min min min
1 0 60 60 120
2 60 120 60 240
3 120 120 120 360
4 30 30 30 90
5 20 20 30 70
6 30 30 60 120
7 30 0 60 90
8 0 30 60 90
9 120 60 120 300
10 20 30 10 60
11 120 120 60-120 330
12 30 30 60 120
13 15 30 30 75
14 60 60 120 240
15 30 30 30 90
16 60 180-240 60 330
17 120-180  60-120 120-180 390
18 60 60 60 180

Tabel 2: Resultaterne af spgrgeskema 1 vedrgrende tidsforbug. Hvor et inter-
val af forbrugt tid er angivet benyttes gennemsnittet til at beregne summen
af forbrugt tid.
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Stud. | Mest udb. Selv opg.  Mest eff. Stoffet  Foreleesninger  (verlser
nr. | For./Ov.  Ja/Nej For./Ov. S/U/T/L S/U/T/L S/U/T/L
1 0 n 9] u u u
2 ? ] @ S u u
3 /o n 3 u u u
4 @ n @ u u u
) ? ] @ u t u
6 ? n @ u u u
7 @ n 0] S u u
8 /o n 3 s/u u S
9 @ ] @ S S t
10 0] n @ u u u
11 ? n @ S S u
12 ? n @ u u t
13 @ ] @ S S u
14 07 ] @ u u u
15 ? ] @ u u u
16 ? n @ u S u
17 ¢ n @ u/s u/s u
18 f j selvstudie/f u u t

Tabel 3: Resultaterne af spgrgeskema 1: S:Alt for sveert, U:Udfordrende,
T:Tilpas, L:Let.
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5.2.1 Forberedelsestid vs. testscore, grupperet i undervisnings-

hold

Figur 5-6 viser ssmmenhaengen mellem forberedelsestid og testscore, for forelaesnings-
og gvelsesholdet. T Figur 6 er testscoren korrigeret for hold gennemsnit.

Normal samlet forberedelsestid

400

Gren = Forelaesnings gruppen, Red = Qvelses gruppen

5]

m

Un

o

1 2 3 4 5 €
Test score (ikke korrigeret for gruppe gennemsnit)

Figur 5: Plot af forberedelsestid mod testscore

Normal samlet forberedelsestid

400

Gren = Forelaesnings gruppen, Red = Qvelses gruppen

T
m

=

|

. . . L
04 0.6 08 1 12 14 16
Test score (korrigeret for gruppe gennemsnit)

18

Figur 6: Plot af forberedelsestid mod testscore

Figur 5 viser at for dem, der forbereder sig lidt (< 150 minutter), klarer
forelaesningsholdet sig markant bedre end gvelsesholdet. Ud af de 18 stu-
derende er der to der bade bruger lang tid pa at forberede sig og klarer sig
darligt. Peedagogisk set er dette uheldigt. Ellers synes studerende med en stor
arbejdsindsats at klare sig godt i testen. Der er ogsa en gruppe af studerende
som klarer sig godt pa trods af lav forberedelsestid.
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5.2.2 Forberedelsestid vs. testscore, grupperet efter om de stude-
rende regner uopfordret eller ej

Figure 7-8 viser sammenhaengen mellem forberedelsestid og testscore for de
studerende der henholdsvis 'regner’ og ’ikke regner’ uopfordret. Umiddelbart
forventende vi at studerende som pa eget initiativ regner opgaver er engage-
rede og har en storre forstaelse af stoffet, og dermed ville klare sig bedre i
testen. En smule overraskende ser det ikke ud til at der er nogen sammenhaeng
med om man uopfordret regner opgaver og klarer sig godt.

Gran = regner uopfordret, Rad = regner ikke uopfordret

400 T T
[}

300 = i

250 - B

200 - B

150 B

Normal samlet forberedelsestid

100 B

1 2 3 4 5 3 7
Test score (ikke korrigeret for gruppe gennemsnit)

Figur 7: Plot af forberedelsestid mod testscore.

Gren = regner uopfordret, Red = regner ikke uopfordret
400 T T T T T T
=

u
350 - -

300~ = 4

200+ B

150 - B

Normal samlet forberedelsestid

100 B

50 L L L L L L
02 04 06 08 1 12 14 16 18

Test score (korrigeret for gruppe gennemsnit)

Figur 8: Plot af forberedelsestid mod testscore.
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6 Konklusion

Kort er konklusionen at med en tidsbegraenset undervisning pa 60 minutters
er forelaesninger mere effektive end gvelser. Den klare tendens i vores data
star i modsaetning til vores egne forventninger. Konklusionen star ligeledes
i modseetning til de studerendes opfattelse af, at en times gvelser er mere
effektiv end en times foreleesning. Denne opfattelse skyldes formodelig at
de studerende ikke har taget i betragtning at gvelser kraever mere tid end
foreleesninger. Videre er gvelser formodenlig mere effektive hvis der har veeret
forudgaende forelaesninger.

Tidspres for gvelsesholdet. Da vi lavede undervisningsmaterialet, var
det ret klart for os, at gvelsesholdet ville veere under tidspres. Det var sveert at
lave et opgavesaet, som man ville kunne na at regne inden for den afsatte tid
og samtidig leere de begreber, som ville blive gennemgaet til forelsesningen.

Vi forventede, at de enkelte studerendes almene dygtighed ville sla igen-
nem og overskygge forskellene mellem undervisningsmetoderne. Det var imid-
lertid ikke tilfseldet. gvelsesholdet klarede sig klart darligere end forelaesnings-
holdet. Selv i spgrgsmal, der var stort set identiske med, hvad der blev regnet
pa til gvelserne, klarede foreleesningsholdet sig bedst. Man kunne forestille
sig, at dem pa gvelsesholdet var blevet gode til visse af spgrgsmalene, og
dem pa foreleesningsholdet var blevet gode til andre. Men der er intet i tal-
materialet der tyder pa dette (test af Rasch-modellen). Ligeledes er det ret
usandsynligt (2%) at resultatet skyldtes, at de dygtige studerende tilfaeldig-
vis var kommet pa forelsesningsholdet. Alt tyder pa at tidsfaktoren har veeret
det helt afggrende, som flere af de studerende ogsa noterede det som svar pa
skema 2, eksempelvis:

“Idet jeg ikke fik regnet alle opgaverne, har det ikke varet muligt
at danne sig et samlet overblik over stoffet. Derfor er en det ikke
rimeligt at sammenligne (forelesninger og pvelser).” (studerende
fra gvelsesholdet)

“Jeg foler jeg har spildt min tid og er gaet glip af en forelesning.”
(studerende fra gvelsesholdet)

“Det har veret spendende men man havde faet langt mere ud af
det hvis man kunne have regnet eller set pa opgaverne hjemme.”
(studerende fra gvelsesholdet)

Nar de studerende fgler, at de leerer mest ved gvelser, er det muligvis fordi
det er her, de kommer til en endelig afklaring af stoffet. Denne undersggelse
tyder dog pa, at de ville have langt mindre udbytte af gvelserne dersom de
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ikke forst havde veeret til forelsesninger. Videre er det velkendt at man kun
kan bevare koncentrationen i et begraenset stykke tid til forelaesninger, mens
man ved regning af opgaver kan lade tingene fungere mere i ens eget tempo
og derved vil kunne regne relativt koncentreret i ganske lang tid.

Det er vaesentligt at skelne mellem rene regnegvelser og klasseundervis-
ning. Nar de studerende i det forste spgrgeskema svarede at de mente at man
ville leere mere ved en times gvelser end ved en times foreleesninger, har de
muligvis teenkt pa klasseundervisning og ikke rene regnegvelser. Flere stude-
rende angav at de ville have faet mere ud af normal klasseundervisning end
gvelsen i forsgget:

“Ret ubrugeligt da jeg kun naede til opgave 6. Man mangler fuld-
stendigt overblik og forstaelse af stoffet. Det er svert at regne
opgaver om noget man aldrig har set for. Det kunne vere at det
havde virket bedre med en introduktion til stoffet for man begyndte
at regne. Det tager meget lengere tid at lere ved at regne opgaver
end at sidde til en forelesning. Man lerer nok mere af at regne
opgaver generelt, men ikke i dette tilfelde da der var alt for kort
tid.” (studerende fra gvelsesholdet)

Lettere forelaesning end normalt? Der er noget der tyder pa at fore-
leesningen var en nemmere end de studerende er vant til. Dels var der god tid
og forelaesningen fulgte ikke den ssedvanlige leerebog som far en del negative
kommentarer med pa vejen af de studerende. En studerende bemeerker:

“Ja, jeqg syntes jeqg har lert noget, forstod hvad der foregik, men
synes ogsa at stoffet virkede lettere end normalt. Muligvis fordi
Norris (red.: lerebogen) er svert tilgengelig.” (studerende fra fo-
relaesningsholdet)

Det afsluttende sporgeskema og afrundende diskussion med de studerende
viste at de er positive over for denne type eksperimenter og forsgg pa at
forbedre undervisningen. For eksempel:

“Jeg syntes det var udemeerket. Specielt kunne jeg godt lide testen,
hvor man fik testet hvad man havde lert pa en uformel made og
man kan se hvad man ikke har forstaet og derfor med fordel kan
kigge mere pa.” (studerende fra foreleesningsholdet)

Selv synes vi ogsa det har veeret yderst interessant at arbejde med under-
visningsforsgget, som har givet os en bedre forstaelse af forskellige undervis-
ningsmetoder.
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Appendix A

1 Spgrgeskemaer
1.1 Spdrgeskema 1 : Fgr forsgget

Spgrgeskema vedrgrende undervisningen i
Statistik 1B

Hvor meget tid bruger du typisk pa at forberede dig til en foreleesning?

Hvor meget tid bruger du typisk efter en foreleesning pa at forsta teorien?

Hvor meget tid bruger du typisk pa at forberede dig til gvelserne?

Hvad synes du, at du plejer at fa mest ud af? [J foreleesning, [J gvelser.

Regner du nogle gange opgaver pa eget initiativ? [ Ja, [J Nej

Hvis du har en time til radighed, hvad tror du sa vil veere
den mest effektive indleeringsmetode? [ foreleesning, [ gvelse.

Synes du stoffet er: [J alt for sveert, [J udfordrende, [J tilpas, [J for let.

Synes du forelaesningerne er: [ alt for sveere, [ udfordrende, [ tilpas, [ for lette.

Synes du gvelserne er: [J alt for sveere, [J udfordrende, [J tilpas, [J for lette.
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1.2 Spgrgeskema 2 : Efter forsgget

Afrundende spgrgeskema

Hvad synes du om dagens undervisningsforlgb? Hvorfor?

Har du leert noget nyt om Markov kaeder?
Havde det veeret bedre med “almindelige” forelsesninger og gvelser?

Hvad har du leert om undervisning i sig selv?

Giv gerne forslag til forbedring/eendring af undervisningen pa Statistik 1B:
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Appendix B

De fglgende sider udggr undervisningsmaterialet udleveret til de studerende
efter gennemfgrelsen af forsgget. Materialet til forelzesningerne og @velserne
findes i henholdvis afsnit 1 og afsnit 2. Dette materiale blev udlevet til de
respektive grupper i starten af forsgget.
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Statistik 1B 18. Oktober 2004
Notat 4 Jesper Lund Pedersen, Peter Harremoés & Bo Markussen

Markovkaede Monto Carlo (MCMC) med
Metropolis-Hastings algoritmen

Undervisningsforsag

Dette notat udggr undervisningsmaterialet til det didaktiske forsgg gen-
nemfgrt pa kurset Statistik 1B mandag d. 18. oktober 2004. Formalet med
forsgget var at undersgge effekten af indleering ved henholdvis klassiske de-
duktive forelsesninger og induktiv opgaveregning. Forelaesningerne findes i
afsnit 1, opgavematerialet findes i afsnit 2 og testmaterialet findes i afsnit 3.
Endelig indeholder afsnit 4 et ikke-trivielt eksempel der gennemgas ved fore-
leesningerne mandag d. 25. oktober.

1 Forelaesning

Lad (X,)n>0 veere Markov (A, P) pa I. Ved foreleesningerne mandag d. 4.
oktober blev fglgende saetning diskuteret.

Setning (1.7.2, udvidet version). Huis pl(-? — m; for n — oo for alle
i, €1 0g) c;mj=1,sderm=(m;)jer en invariant fordeling for (X;)n>o.
Bevis. lfglge Fatous lemma (malteori) geelder

mj = lim pf ™ = lim Y pfpy = Y lim pl py = Y meps.
kel kel kel
Dermed giver Tonelli’s saetning (malteori)
ST 5 TN )
jel jel kel kel
hvoraf vi ser at m; = >, - T Pi;- O

En Markovkaede siges at vaere periodisk med periode d hvis der findes en
klassedeling I = I U --- U I saledes at

P(Xpi1 € Iy | Xp=1i) =1 forallei €[y ogk=1,...,d,

hvor I;.1 = I;. En 2-periodisk Markovkaede er saledes skiftevis i “lige” og
“ulige” tilstande. En Markovkaede der ikke er d-periodisk for noget d > 2, kal-
des aperiodisk. Ved foreleesningerne mandag d. 25. oktober vil den omvendte
af Seetning 1.7.2 blive vist.
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Saetning (1.8.3). Antag (X,,)n>0 er irreducibel, aperiodisk og positiv rekur-
rent med invariant fordeling . Sa gelder pgl) — m; for n — oo for alle
i,j €1.

Vi kan nu vise:

Satning (Ergodeszetningen for Markovkaeder). Antag (X,,)n>0 er ir-
reducibel og positiv rekurrent med invariant fordeling . For alle begraensede
f: I — R ogallee >0 gelder da

P();]Vz_lf )= Yo mf6)] > )mo. (1)

n=0 el

Bevis. Vi kan antage at (X,,),>0 er aperiodisk. At slippe af med denne an-
tagelse er en teknisk gvelse, som overlades til laeseren. Ifglge Seetning 1.8.3
gaelder dermed pz(»?) — 7; for n — oco. Vi regner

E{% N_lf(Xn)l S Z NANIOEDPPY (%Nz_lpg”) @)

n=0 i,j€I n=0 uj€el n=0 (2)
N—soo Z)‘WJ >:Z7ij]>
i,5€1 jel

Idet, som vil blive vist nedenfor,

sup ‘Cov[ n)y f(Xntm) ” — 0, (3)

n>0 m—0o0
gaelder

| 00| = 5 X CovlI ) f0)] 0 @

n= n,m=0

Resultatet (1) folger ved at indsaette (2) og (4) i Chebychevs ulighed. Altsa

)

MZ

P(‘% - ) = Y m0)

n el

I
=)

< P(‘%jzéﬂ)(") B[y jlﬂxn)H >e- [g[5 ]::ﬂxn)] -t

N

n=0

>_2Var[ ! _lf(Xn)} .o,

< (5 - ’E[%fo(xn)] - Zw f(@)

n= el
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Vi mangler at vise (3). Der geelder

Cov [ f(Xn), f(Xn+m)] ZE[f(Xn)f(Xn+m)] E[f(Xn)] E[f(Xntm)]

_ZAPU pyk <Z)\pl;)fj>< ggzer f(k)>

1,5,k€l i,5€1 g,kel
= > A (o = o5 £ F ).
g,i,5€l kel

Lad § > 0 veere givet. Idet der for alle endelige delmaengder I af I geelder at
D gijels Ng Ai pgj —— > _ijen g Ai Ty kan vi veelge en endelig delmeengde

n—oo

I, saledes at
inf Y AApl) >1-4.

n>0 &
RIS

Videre geelder

— < _ (v+m)
32 2 i Bl sup D ™

som ifplge majoriseret konvergens (malteori) konvergerer mod 0 for m — oc.
Hvis vi uden tab af generalitet antager at |f(i)| < 1 for alle i € I, sa fas
dermed

sup|Cov [£(X,). f(Xoen)] | < sup 3 Ay Aplf sup 3 [ofi” = pf5™|

n>0 n>0

g:t,J€1 = keI
<sup Z Ag Ai pU suthpﬂC pgk+m)}—|—2<1— 1nf Z Ag Ai pl >
= gzyelo B gwelo
< sup supz |p]k pgk+m)| +20 —— 20 — 0.
g.5€Ip v>0 el m— 00 6—0
Dette afslutter beviset. O

Konklusion: Vi kan altsa tilnsermelsesvis beregne )., m; f(i) ved at si-

mulere + SV F(X,,) for passende stort N for en irreducibel Markovkaede
(X1)n>0 med invariant fordeling 7.

Spgrgsmal: Hvordan konstrueres en sadan Markovkaede?

Definition. En stokastisk matriz P og et mal \ siges at vere i “detaljeret
balance” hvis der for alle i,7 € I geelder

i bij = )\j Dji-
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Lemma. Hvis P og A er i detaljeret balance, sa er X\ invariant for P.

Beuvis. Der geaelder
jeI jeI
O

Svar: Vi kan altsa veelge overgangssandsynlighederne saledes at P og 7 er i
detaljeret balance.

Spgrgsmal: Hvordan kan vi konstruere en stokastisk matrix P, som er i
detaljeret balance med en given fordeling 77

Svar: Metropolis-Hastings algoritmen. Antag vi har en stokastisk ma-
trix () saledes at vi for alle ¢ € I let kan simulere fra fordelingen (g;;);er. Vi
definerer sandsynlighederne a;; ved

1 hvis 0 < m; ¢i; < 7; q;i,

i = 5 ds54 .

] L’ﬂ hvis T Qij > 5 qji Z 0.
T Qi

Vi konstruerer nu en Markov kaede (X,,),>0 udfra folgende algoritme:
(1) Antag X,, = 1.
(2) Med sandsynlighed g;; bliver der forelaet et spring fra ¢ til j.

(3) Uafhaengigt af (2) bliver springet fra i til j accepteret med sandsynlig-
hed «;j;, dvs. vi setter X,,;1 = j. Ellers forbliver kaeden i tilstand 1,
dvs. vi seetter X,,11 = 1.

Dermed geelder for ¢ # j,
= P(springet fra 4 til 7 bliver foreslaet, springet fra ¢ til j bliver accepteret)
= P(springet fra 4 til j bliver foresléet) P(springet fra 4 til 7 bliver accepteret)
= Qij Cij
og dermed
pi =1— sz‘j =1- Z%‘jaij = Qi + Z%‘j (1 —ayy).
J# J# J#i
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Det indses at P og 7 er i detaljeret balance. Thi hvis 7; ¢;; = 7; q;; sa geelder
T Pij = TiQij = 75 qji = Tj Pji
og hvis m; q;; > 7; qj; sa geelder

5 4ji

T Pig = Ti Qi Qi = T Qi = Tj4ji = T Dji-

i Qij

Konklusion: Antag overgangssandsynlighederne () og acceptsandsynlighe-
derne « er givet pa tilstraekkelig eksplicit form til at vi kan simulere fra disse
fordelinger. Sa kan vi ogsa simulere fra overgangsandsynlighederne P, og P
og 7 er i detaljeret balance.

Eksempel. Antag 7 er ligefordelingen pa I = {1,2,3,4} og overgangssand-
synlighederne Q) er givet ved

0 1/3 1/3 1/3

1 0 0 0
=11 0 o o

1 0 0 0

Idet Q) og fordelingen N = (%,%,%,%) er i detaljeret balance kan vi altsa

ikke bruge Q) direkte til at lave MCMC' for fordelingen m # X. Vi finder
acceptsandsynlighederne a og overgangssandsynlighederne P givet ved

1 11 1 0 1/3 1/3 1/3
1311 p_ |13 23 0 0
/3 11 1| “l1/3 0 2/3 0
1/3 1 1 1 1/3 0 0 2/3

Det eftervises let at P og 7 er i detaljeret balance.

2 Opgaver om Markovkaede Monte Carlo

Dette er en opgave om Markov keede Monte Carlo. Der er afsat 60 minutter
til opgaven.

Indledning:
I denne opgave betragter vi fglgende problem: Givet en sandsynlighedsforde-
ling w pa I og en begrenset funktion f : I — R gnsker vi ved simulation at

tilneerme > m; f(5).
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Hvis Xy, X1, X, ... er uathaengige og alle med fordeling 7, da geelder der
ifglge Store Tals Lov at

N-1
P(‘%;f()(n) — ijf(j)‘ > 5) — 0 for N — .

jel

Hvis vi kan simulere 7 direkte kan vi bruge Store Tals Lov til at finde en
tilneermet veerdi af » ., m; f(j).

Sporgsmal 1. Lad 7 veere en ligefordeling pa fire punkter med I = {1,2,3,4}.
Lad U veere en variabel med en ligefordeling pa intervallet [0, 1], hvordan kan
man da konstruere en ny variabel Y, som har 7 som fordeling?

I komplicerede situationer bruges en anden metode, kaldet Markov Chain
Monte Carlo (MCMC). Ideen er at konstruere en Markov keede (X,,)n>0
(eller en stokastisk matrix P) med invariant fordeling 7. Hvis vi simulerer
keeden for tilstreekkelig lang tid n, sa vil fordelingen af X, veere teet pa .
Malet med resten af opgaven er at studere MCMC metoden.

Detaljeret balance:
Den givne fordeling 7 fra spergsmal 1, vi gnsker at simulere fra, er en

ligefordeling pa fire punkter. Antag at vi er i stand til at simulere fra en
Markov kaede pa de fire punkter med den stokastiske matrix

0 1/3 1/3 1/3

1 0 0 0
=11 0 o o

1 0 0 0

Sporgsmal 2. Tegn overgangsgrafen for Markov kaeden.

Definition. En stokastisk matrix P og en fordeling \ siges at veere i detaljeret
balance hvis der for alle 7, j € I geelder, at A; p;; = A; pji.

Sporgsmal 3. Vis at ) og fordelingen (%, %, %, %) er i detaljeret balance.
Sporgsmal 4. Vis: Hvis P og A\ er i detaljeret balance, sa er \ invariant for

P. (Vink: regn pa (AP);).
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Antag vi har en stokastisk matrix () givet saledes at vi for alle ¢ € I let kan
simulere fra fordelingen (g;;);er-

Definition. Vi definerer sakaldte acceptsandsynligheder «;; ved

1 hvis 0 < m; ¢ij < 75 ¢4,
Qij =\ ;g
T Qij

hvis T Q35 > T Q5 > 0.

Spargsmal 5. Eftervis at acceptsandsynlighederne ud fra () og m er givet ved

1 111
13111
1/3 1 1 1
1/3 1 1 1

Metropolis-Hastings algoritmen: Vi konstruerer nu en Markov kade
(X )n>0 ved algoritmen: Start med Xy = 1.

(1) Antag X,, = 1.
2) Med sandsynlighed ¢;; bliver der foreslaet et spring fra ¢ til j.
)

(

(3) Hvis j er foreslaet accepteres j med sandsynlighed «;; og vi seetter
X,+1 = 7. Ellers forbliver kaeden i tilstand ¢, det vil sige vi saetter
XTH—I - Z

Dermed gaelder for i # j,

pij =P(Xnt1 =7 | X, =1)
= P(springet fra 4 til j bliver foreslaet, springet fra ¢ til j bliver accepteret)

= P(springet fra ¢ til 5 bliver foresléet) ]P’(Springet fra ¢ til j bliver accepteret)

= Gij Qi

Sporgsmal 6. Vis at pi =1 =3, pij = Qi + D4 ij (1— aij).
Sporgsmal 7. Indse at den nye stokastiske matrix P er givet ved
0o 1/3 1/3 1/3

1/3 2/3 0 0

1/3 0 2/3 0
1/3 0 0 2/3

P =
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og at P og m er i detaljeret balance.

Sporgsmal 8. Vis at P fra Metropolis-Hastings algoritmen og 7 altid er i
detaljeret balance.

Udfra den givne stokastiske matrix ) (som antages valgt sa vi kan simulere
herfra) og fordelingen 7 konstruerer Metropolis-Hastings algoritmen en ny
stokastisk matrix P, som er i detaljeret balance med . Yderligere kan vi
simulere fra P udfra Q) og a.

Ergodesatningen:
Lad (X,)n>0 veere Markov (A, P) pa I. Ved en tidligere forelaesning blev
folgende seetning gennemgaet.

Saetning (1.7.2, udvidet version). Huis pz(?) — m; for n — oo for alle

i,j €1 09 ;c;mi =1, sderm=(m;)jer en invariant fordeling for (X;)n>o-

I MCMC metoden far vi brug det omvendte resultat af Seetning 1.7.2. Re-
sultatet vil blive gennemgaet ved en kommende forelaesning. Begrebet ape-
riodisk, som optreeder nedenfor, er en teknisk detalje, og vi far ikke brug for
den praecise definition.

Saetning (1.8.3). Antag (X,)n>0 er irreducibel, aperiodisk og positiv rekur-

rent med invariant fordeling m. Sa gelder pz(?) — m; for n — oo for alle
i,jel

Opgaven er nu at bevise Ergodesaetningen.
Satning (Ergodesatningen for Markov kaeder). Antag (X,,)n>0 er ir-

reducibel og positiv rekurrent med invariant fordeling w. For alle begrensede
f:I— R ogalleec>0 gelder sa

P(‘%Nzlf(Xn) _Z'f(—jf(j)) > 5) — 0 for N — oc.

Jjel

Spoargsmal 9. Overvej hvordan Ergodesasetningen som teoretisk resultat kan
benyttes til at approksimere m; og >, m; f (7).

Sporgsmal 10. Bevis Ergodesaetningen under den ekstra betingelse at keeden
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er aperiodisk ved at bruge Chebyshevs ulighed. Som hjelp kan man besvare
fglgende underspgrgsmal.

Sporgsmal 10(i). Vis at

N-1
1 .
NE[ E f(Xn)] — E 7, f(j) for N — oo.
n=0 Jjerl
Vink: brug Seetning 1.8.3 samt at hvis a, — a sa vil £ S 1, — a).
( g g N 2_n=0

Sporgsmal 10(ii). Lad € veere givet. Ifplge spergsmal 10(i) findes Ny saledes
at

=

-1

SB[ f0] - Sms)] <

jel
for N > Ny. Benyt Chebychevs ulighed: P(|[Y — E[Y]| > a) < a2 Var(Y) til
at vise

P(\%]:Z;lf(Xn) St e) = (6) v (3 )

jeI

3
Il
o

for N > Nj.

Sporgsmal 10(iii). Vis at

N-1
1
Var (N nzg f(Xn)) — 0 for N — o0

og benytte dette til at vise saetningen.

3 Evaluering

Dette er en evaluering af MCMC undervisningen. Der er 25 minutter til at
svare pa 8 spgrgsmal. Du ma gerne svare med matematik og/eller med ord.

1. Hvad er en Markov kaede?
2. Hvad er ideen bag Markov Chain Monte Carlo?
3. Hvad siger Ergodesaetningen?

4. Kan man bruge Stor Tals Lov i stedet for Ergodesaetningen?
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5. Hvad vil det sige at P og A er i detaljeret balance?

6. Lad P veere den stokastiske matrix fra Metropolis-Hastings algoritmen.
Hvad skal der geelde om P for at bruge Ergodesaetningen?

7. Lad Q og 7 veere i detaljeret balance. I Metropolis-Hastings algoritmen,
hvad er da a og P?

8. Pa baggrund af den undervisning du har modtaget, mener du, at du
ville vaere i stand til at skrive et computer program der udfgrer MCMC?

4 Uafthaengighedstest i tovejstabel

I dette afsnit beskrives en ikke-triviel anvendelse af MCMC metoden til at
gennemfgre uathaengighedstest i tovejstabeller. Givet en tovejstabel

X1 X2 - Xis
X _ AXV.21 Xt22 . )(‘25
Xr1 Xr2 -+ Xgs

gnsker vi altsa at test nul hypotesen givet ved

Hy: reekkerne og sgjlerne er uathaengige.

4.1 Statistisk Model

Lad R og S vere to teellelige meengder, som vi bruger til at indicere hen-
holdvis rackker og sgjler i en tovejstabel

X = (X.s) € N§™5.

reR,s€S
Rackke- og s@jle summerne defineres ved
X => X, Xo=) X
ses reER

Lad M € N og en fordeling p = (p,s) pa R x S veere givet. Antag at X
er polynomialfordelt med antalsparameter M og sandsynlighedsparameter
p = (prs). Altsa for x € NJ"* med Y, > _g2,5 = M geelder

M! .
]P)(X N 33) B [T erITses @rs! HHpm .

reR seS
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Raekke- og sgjleindex er uafhsengige netop hvis
HO: Prs = (Z prs> <Z ,Ors) = Pr.-P-s- (5)
ses reR

I det folgende antages at nul hypotesen (5) er opfyldt. Givet reekke- og
sgjlesummer x,. og .5 betragtes fordelingen 7 givet ved

T=P(X=z|X,. =z, X,=1,)
ﬁ HTER HSES (pr~ p~s)xrs

- ! T ! Z.s
(o eern o) (e les P5°) (6)
(HT‘ER ‘IT') (HSES .175') !
= VI H H Trs! )
reR seS
Antag at vi for en given begrzenset funktion f: N(?XS — R gnsker at beregne
middelvaerdierne
E(f(X)| X, =2, Xs=2,) = > m, f(v). (7)

Y Yr-=Tr Y.s==L.s

Umiddelbart synes dette at veere sveert at ggre i praksis. Dette skyldes ikke
blot at punktsandsynlighederne 7, er ubehagelige sma, men i saerdeleshed
ogsa at maengden hvorover summen tages,

{y € I\I(})%XS: Yr. = Tpy, Yos = ZL’.S},

er yderst vanskelig at ordne i en rackkefglge der kan gennemlgbes i et com-
puterprogram.

4.2 MCMC metoden
Nedenfor beskrives hvorledes vi kan simulere (7) via MCMC. Givet rackke-

og sgjlesummerne x,. og x.; indfgres de endelige maengder
Roz{TER:xr.%O}, Soz{SGS:a:.S%O}.

Dermed kan x pa naturlig made opfattes som et element i Né%OXS °. Vi indfgrer
nu et lille trick idet vi opfatter N;***° som en delmeengde af Zf 0% Pointen
med dette vil blive klar nedenfor, hvor vi konstruerer en matrice af over-
gangssandsynligheder pa Z%*% siledes at

Tyz = Qzy for alle y, z € ZFo>50,
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Vi siger at to tovejstabeller y, z € Zf0*50 er naboer hvis der findes r, 72 € Ry
og s1, s9 € Sy saledes at

Yrs for r & {ry,ra2} eller s & {s1,s5},
Zrs = R Yps + 1 for (r,s) = (11, 51) eller (r,s) = (19, S2),
Yrs — 1 for (r,s) = (r1,s1) eller (r,s) = (19, $2).

Det indses let, at hvis y og z er naboer, sa har de samme rackke- og sgjlesummer.
Matricen af overgangssandsynligheder () for MH-algoritmen veelges ved

2
Qyz = |R0| (|RO‘ - 1) ’So| (|S(]| — 1)

0 ellers.

hvis y og z er naboer,

Vi veelger altsa to forskellige rackker i Ry og to forskellige sgjler i Sy og foreslar
at eendre tovejstabellen via additionsmasken

S1 So
T +1 -1
T2 —1 —|—1

De tilhgrende acceptsandsynligheder er sa givet ved

(v, = min {1, Y
Ty Qy=

. U
= min {1, —}
Ty

— min {17 Yri,s1) Urioso! Urasy! Uro,so! }

ZT1,81! ZT1782! Zrgs1 ) Zr,8;!

. y'/‘1,82 yTQ,Sl }
=min« 1, .
{ (Yrisr + 1) (Yra,so + 1)
Bemeerk, at disse acceptsandsynligheder sikrer at kaeder aldrig accepterer
et spring til en tilstand der ikke ligger i N?OXSO. Hvis vi tror pa at den

konstruerede Markov keaede er irreducibel (hvilket rent faktisk er tilfeeldet),
sa kan vi dermed simulere (7).

4.3 Uafheengighedstest

Antag vi er givet en tovejstabel

X = (X,,S) ~ polynomial(M, prs).

reR,s€S
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Fra Statistik 0 kendes kvotientteststgrrelsen V' for hypotesen om uafhaengig-
hed mellem rackkerne og sgjlerne. Denne er givet ved

V(X)=—-2log@
—2(2er log(X,) ZX log(X ZX log(X.,) + M log(M)>

Pa Statistik 0 bruges at for M — oo er V(X) asymptotisk y2-fordelt med
antal frihedsgrader givet ved

RS—1-(R-1)—-(S—-1)=(R-1)(5-1).
Antag vi har observeret X = x. Sa kan p-veerdien for accept af nulhypotesen
approksimeres ved
pRP(Xir_1ys-1) = V(2)).

Denne approksimation er dog kun god nar M er stor, sa hvad kan man
ggre nar dette ikke er tilfeeldet? Vi bemeaerker at den betingede fordeling af
X givet rackke- og sgjle summerne X,. og X ikke aftheenger af sandsynlig-
hedsparameteren p under nul-hypotesen. Det ligger derfor ligefor at foretage
kvotienttestet i denne betingede fordeling. Dette test, kaldet det eksakte test,
har altsa p-veerdi givet ved

p:IP’(V(X) >V(z) | Xy =2, Xos = x.4)
=E(lyxsv | Xr =20, X = .).
Denne p-veerdi kan altsa smluleres via MCMC. T afsnit 4.4 ses MatLab-
programkode, som ggr dette. Den fgrste lille stump af programmet generer
en tovejstabel. Derefter findes p-veerdien for det eksakte test via MCMC. En-

delig udskrives et histogram og et plot af udfaldsstien. Vi har sammenlignet
det asymptotiske test med det eksakte test for folgende to tovejstabeller.

211100 81 95 15|4
01323 41101414
0041 1123]4 |4

Resultaterne er givet ved

Tabel | Kvotientteststorrele | Asymptotisk test “Eksakt” test
1 16.1301 0.0130 0.0232
2 7.5230 0.2751 0.3236

MCMC p-veerdierne er baseret pa N = 100000 trin i Metropolis-Hastings
Markov keeden. Bemaerk, at dette antal formodenlig ikke er tilstraekkeligt til
at retfeerdigggre at p-veerdierne er angivet med 4 decimaler. Histogrammer og
udfaldsstier for simulationerne ses i figurerne i afsnit 4.5 nedenfor. Bemeerk,
at man direkte kan se at tilstandsrummet er endeligt for Markov kaeden
svarende til Tabel 1.
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4.4 Implementation i MatLab

% Dette MatLab program gennemfgrer det "eksakte" uafhzngighedstest for en
% given tovejstabel. Bemzrk, at koden ikke er designet for at opna maksimal
% beregningshastighed.

% antal iterationer
N 100000;
K = 100;

% initial similering af tovejstabel:
% fgrst simuleres en tovejstabel med uafhzngige rzkker og sgjler
R =10; S =16; M = 100;
X0 = zeros(R,S);
for m = 1:M
r = ceil(rand*R); s = ceil(randx*S);
X0(r,s)=X0(r,s)+1;
end
% dertil lazgges en tovejstabel, der evt. gdelzgger uafhzngigheden
X0 = X0 %+ reshape([2,0,0,0,2,0,0,0,2,0,2,0],R,S)

psim = zeros(1,K);

for k=1:K
% initialisering af tovejstabellen
X = XO0;

v

zeros(1,N);

% beregning af (den vigtige del af) kvotientteststgrrelsen
V(1) = sum(sum(X.*log(X+(X==0))));

for n = 1:N
% vaelger tilfeldige razkke og s@gjle par
ri=ceil(rand#*R); r2=ceil(rand*R);

while (r1==r2) r2=ceil(rand*R); end

sl=ceil(rand*S); s2=ceil(rand*S);
while (s1==s2) s2=ceil(rand*S); end

%beregning af acceptsandsynlighederne
alpha = min(1,X(r1,s2)*X(r2,s1)/((X(rl,s1)+1)*(X(r2,s2)+1)));

% accepter springet med sandsynlighed alpha, ellers bliv staende i
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% nuverende tilstand (dvs. ggr ikke noget)
if alpha > rand
X(r1,s1) = X(r1,s1)+1; X(r1,s2)
X(r2,s1) = X(r2,s1)-1; X(r2,s2)
end

X(r1,s2)-1;
X(r2,s2)+1;

% beregning af kvotientteststgrrelsen
V(n+1) = sum(sum(X.*log(X+(X==0))));

end

% den endelige beregning af kvotientteststgrrelsen incl. led fra
% marginalerne
V = 2% (V-sum(sum(X,1) .*log(sum(X,1)))
-sum(sum(X,2) .*log(sum(X,2)))
+sum(sum (X)) *1log(sum(sum(X))));

% beregning af p-verdien for uafhzngighedstestet

pvalue = sum(V(2:N+1) >= V(1))/N;

fprintf (’Simulation nr. %d ud af %d : \n’,k,K)

fprintf (’Kvotientteststgrrelsen: %f \n’,V(1))

fprintf (’p-verdi for kvotienttest af uafhzngighedshypotesen: %f \n’,pvalue)

psim(k) = pvalue;
end

% Dette afslutter den egentlige MCMC del. Resten af koden laver nogle pzne
% plots.

% histogram for kvotientteststgrrelse med 50 sgjler og indtegning af den
% observerede teststgrrelse

figure(1); clf

hist(V,50)

hold on; plot([V(1),V(1)],ylim,’-r’,’LineWidth’,2); hold off

xlabel(°V?)

ylabel(’Antal observationer’)

title(’Histogram’)

f = ylim; g = xlim;

text (V(1)-1,-£(2)/15,°V(X_0)’)

text (g(1)+(g(2)-g(1))*2/3,f (1)+(£(2)-£(1))*2/3, [’p-vaerdi = ’ ,num2str(pvalue)])
clear f; clear g

% plot af de 2000 fgrst simulerede vardier af kvotientteststgrrelsen
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figure(2); clf

plot (0:2000,V(1:2001))

hold on; plot([0,2000],[V(1),V(1)],’-r’,’LineWidth’,2); hold off
xlabel(’n’)

ylabel(°V(X_n)’)

title(’Stokastisk proces af kvotientteststgrrelser’)

text (2050,V(1),’V(X_0)’)

% histogram for de simulerede p-vardier
figure(3); clf

hist(psim)

xlabel(’Simuleret p-verdi’)
ylabel(’Antal observationer’)

% proces af estimaterede p-vaerdier

figure(4)

plot (cumsum(V(2:1length(V)) >= V(1))./(1:1length(V)-1))
title(’Stokastisk proces af p-vaerdi estimater’)
xlabel(’n’)

ylabel(’p-value(n)’)

4.5 Plots vedrgrende uathangigstestet

Ses pa de neeste sider.
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Figur 9: Fordeling af kvotientteststgrrelsen for tabel nr. 1
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Figur 10: Fordeling af kvotientteststgrrelsen for tabel nr. 2
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