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1 Beregning af funktionsvaerdier

Kineserne udviklede ,det himmelske elements metode“, som blandt andet kan bruges som en effektiv metode
til beregning af funktionsveerdier. Metoden blev fint beskrevet af Qin Jitishdo (ca. 1202-1261), men har veeret
kendt tidligere. Metoden blev siden genopdaget flere gange - sidst af William George Horner (1786-1837), som
populariserede en made at skrive beregningerne op pa, som siden har giaet under navnet Horners skema. For at
forstd metoden vil vi tage udgangspunkt i et eksempel.

Lad f(z) = 22% — 522 — 22 + 6. Vi gnsker at beregne f (2) sd vi skal saette = 2 ind i beregningsudtrykket,
men forst laver vi fglgende omskrivning.

f(x) =22 —52% — 22 +6
= (22® — bz —2)z +6
=(2z—-5)x—2)z+6.
Det giver
2.2-5)-2-2)-2+6

4-5)-2-2)-2+6
1)-2-2)-2+6
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Disse beregninger kan bekvemt skrives op i det, som kaldes Horners skema. Forst skriver vi koefficienterne til
polynomiet f i forste rackke og skriver O under den fgrste koefficient.



2 -5 -2 6

Vi laegger 2 og 0 sammen og skriver summen i nederste rackke.

2 -5 -2 6
0

r=212 L

Herefter ganger vi 2-tallet i nederste raekke med 2 og skriver produktet i 2. raekke.

2 5 -2 6
0 4

r=212 L

Vi leegger -5 og 4 sammen og skriver summen i nederste raekke.

2 5 -2 6
0 4

e=2[2 1 [

Nu ganges -1 med 2 og produktet skrives i 2. raekke.

2 -5 -2 6
0 4 -2
r=21|2 -1 L

Summen af -2 og -2 er -4, som skrives i nederste rakke.

2 -5 -2 6
0 4 -2

e=2[2 1 4[]

Sa ganges -4 med 2 og produktet skrives i 2. rackke.
2 5 2 6

0 4 -2 8
r=2[2 1 4

Endelig leegges 6 og -8 sammen, hvilket giver -2, som skrives i den nederste raekke. Herved er funktionsveerdien
f(2) beregnet, og resultatet star adskilt fra de gvrige tal i nederste raeekke.

0 4 -2 -8

r=2[2 1 4]-=2

2 5 -2 6

Vi tager et eksempel mere.

Eksempel 1. Lad f(z) = 32% — 722 + 7z — 6. Vi gnsker at beregne f(2) s& vi skal szette x = 2 ind i
beregningsudtrykket, men fgrst laver vi folgende omskrivning.
fx) = 32° 72> +72 -6
= (31:2—71:—1—7)1‘—6
= (Bx—T)z+T7)x—6.

Det giver

[
= o
ISR
| N
o |
@ S~—

= 4

Ved hjalp af Horners skema kan disse beregninger skrives op som fglger.
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3 -7 7 -6
0 6 -2 10

x=2[3 1 5[4

Ovelse 1. Brug Horners skema til at lave et sildeben for funktionen f (z) = z* — 22® — 32% + 52 + 1.

Brug sildebenet til at lave en skitse af grafen for f.

2 ?/¢-metoden

Denne metode kan benyttes til at bestemme de af et polynomiums rgdder, som er rationelle tal.

Seetning 1. Antag, at f (z) = apa™ + an_12" 1 + -+ + a1 + ag, hvor koefficienterne an,an_1,...,a1 0g ag
alle er hele tal. Antag endvidere at hverken a,, eller ag er nul. Hvis det rationelle tal x = P/q er rod i f (x), og
broken p/q er uforkortelig, sd gdr p op i ag og q gar op i an.

Bevis. Antag at © =p/ger rod i f (x). Da geelder, at

flx) =0
p n p n—1 »
() s () (2) =
q q q
n n—1
an%+an_1%+m+a1§+a0 -0

Denne ligning ganges igennem med ¢", hvilket giver
anp" + an1p" g+ -+ apg" ! + apg™ = 0.

Da p gar op i alle de forste led, ma p ogsd g op i det forste led apg™. Da brgken p/q er uforkortelig, har p og ¢
ingen faelles faktorer. Derfor ma p ga op i ag. At g gar op i ag vises pa samme made. O

Eksempel 2. Vi gnsker at finde eventuelle rationelle lgsninger til ligningen ® — 522 + 5z + 2 = 0. Hvis = p/q
er en uforkortelig brgk, som er lgsning til ligningen, s& gar teelleren p op i 2, hvilket betyder at p € {-2,-1,1,2}.
Tilsvarende géir naevneren ¢ op i 1, som er koefficienten til 2, s& ¢ € {-1,1} . Det giver folgende mulige rationelle
lgsninger til ligningen z € {-2,-1,1,2} . Vi udregner funktionsveerdierne for disse veerdier af x, hvilket giver

f(2) = 36
FE) = 9
fy =3
1)

Som det ses, er = 2 den eneste rationelle rod i polynomiet.

Eksempel 3. Vi gnsker at bestemme eventuelle rationelle lgsninger til ligningen 22 = 2. Ligningen omskrives
til 22 — 2 = 0, sd hvis & = p/q er uforkortelig, s skal p gd op i —2 og ¢ skal gd op i 1. De mulige rationelle
lpsninger er derfor -2,-1,1 og 2. Ingen af disse tal er dog lgsninger, sa ligningen har ingen rationelle lgsninger.
Normalt vil vi sige, at ligningen 22 = 2 har lgsningerne « = +£22, s vi har fiet vist, at 2'/2 ikke kan skrives
som en brgk. Derfor siger vi, at 2/ er et irrationelt tal.

3 Polynomiers division

Paolo Ruffini (1765-1822) opdagede, at det himmelske elements metode (som ogsa han genopfandt) kan bruges
til effektivt at lave polynomiers division. Vi vil igen tage udgangspunkt i et eksempel.



Eksempel 4. I Eksempel 1 sa vi, at det sidste 4-tal i udregningen var polynomiets veerdi for x = 2. Nu vil vi
give en forklaring pa de gvrige tal i nederste linje. Forst danner vi et polynomium ¢ (z) = 32% —x + 5. Vi pastar
at det oprindelige polynomium f (x) kan skrives som f (z) = (z — 2) - ¢ (z) + 4. Da vi konstruerede Horners
skema, udregnede vi den nederste raekke ved at lzegge de to gverste reekker sammen. Derfor kan vi udregne den
gverste rackke ved at traekke den midterste rackke fra den nederste. Den nederste raekke er x - ¢ () 4+ 4 og den
midterste rackke er 2 - ¢ (x) . Derfor er

fle) = (z-q(x)+4)-2-g(2)
= (z-q(2)=2-g(z)) +4
= (x—2)-q(z)+4
I ligningen f () = (x — 2) ¢ (z) + 4 kan vi dividere igennem med x — 2 og far

f@) 1
prar Rl GO b $

Generelt geelder fglgende saetning.

Seetning 2 (Bézouts lille ssetning). Huvis f (x) er et polynomium og xo er et reelt tal, sa findes et polynomium
q(x), sd
f@)=q(z) (x =) + f (20).

Polynomiet g (z) kaldes kvotienten, og tallet f (r) kaldes resten ved division af dividenden f (x) med z —zy som
divisor. Leeg meerke til, at kvotienten ¢ (x) er et polynomium, hvis grad er 1 lavere end graden af f (x). Hvis
resten er nul, siger vi at divisionen af f () med x —xg gdr op. Da resten er lig med funktionsveerdien f (zg), ser
vi at divisionen gar op netop hvis f (o) = 0. Med denne terminologi kan vi formulere folgende vigtige saetning.

Seetning 3 (Faktoriseringssetningen). Lad f (z) vere et polynomium og lad x¢ vere et reelt tal. Divisionen af
f(x) med x — xo gdr op, netop hvis xy er rod i polynomiet.

At finde rgdder i et polynomium og at faktorisere et polynomium er dermed to sider af samme sag.

Eksempel 5. Vi vil gerne finde rgdderne i polynomiet f (z) = x* —323 —2224-22+12. Ved hjeelp af /¢-metoden
prover vi med forskellige tal, som gar op i 12. Hvis vi forsgger med xz = 2 far vi

1 -3 -2 2 12
=210 2 -2 -8 -12
1 -1 4 6] 0

Vi ser sdledes at « = 2 er rod, og at vi har faktoriseringen f (z) = (2* — 2% — 4z — 6) - (x — 2) . Ved at benytte
nulreglen far vi
F) =0
(2 —2® —42-6) (z—2)=0
2 —a?—4dz—6=0Vae—2=0.
3

Trediegradsligningen 2% — 22 — 42 — 6 = 0 kan vi prove at finde lgsninger til ved hjeelp af »/g-metoden, s& vi
prover med forskellige tal, der gar op i 6. Hvis vi forsgger med x = 3 far vi

1 -1 -4 -6
z=31]0 3

6 6
EREREALE

Det giver faktoriseringen 2% — 22 — 4z — 6 = (mQ + 2z + 2) - (z — 3). Ved at benytte nulreglen igen far vi

w3 -2 —4r—-6=0
(z®+22+2) (2—3)=0

e’ +204+2=0Vz—-3=0.
Andengradsligningen 22 + 2x + 2 = 0 har diskriminant 22 —4-1-2 = —4 < 0, s 2.-gradsligningen har ingen
rgdder og 2.-gradspolynomiet x? + 22 4 2 kan ikke faktoriseres. Vi har siledes lavet fglgende faktorisering af
det oprindelige polynomium

f@)=(@*+22+2) (z—3) (z—2)
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svarende til at 4.-gradspolynomiet f har rgdderne x = 2 og x = 3.

Hvis et n’te-gradspolynomium f har redderne rq,79,...,rr kan f skrives som
f@)=q@) (z—r) - (x—ra)----- (z —7%)
hvor g er et polynomium af grad n — k.

Saetning 4. Ft n’te-gradsligning har hgjst n lgsninger.

Bevis. Hvis f (z) er et n’te-gradspolynomium og r er en rod sa kan f (z) skrives pa formen f (z) = ¢ (z)-(x — xo).
sa kan vi lave omskrivningerne

flx) =0
q(x)-(x—w0) = 0
gx)=0 V z—20=0
gx)=0 V z=u.

Derfor vil enhver rod i f (z) veere lig med r eller vaere rod i (n — 1)’te-gradspolynomiet g (z) . Graden af ligningen
vil derfor formindskes hver gang vi finder en rod. Hvis vi har fundet n rgdder, vil graden af polynomiet vaere
bragt ned pa nul, og det vil ikke veere muligt at finde yderligere rgdder. O

4 Fortegn og multiple rgdder

Begreberne positiv og negativ bruges i nogle lidt afvigende betydninger pa forskellige sprog. Forskellige mate-
matikere, som igvrigt taler samme sprog, bruger ogsa somme tider disse begreber lidt forskelligt.

I forhold til det vi skal lave, er det hensigtsmeessigt at folge nedenstaende definition.

Definition 1. Et tal x € R siges at veere positivt dersom x > 0. Tallet = siges at veere strengt positivt dersom
x > 0. Tilsvarende siges x at vaere negativt dersom x < 0, og x siges at veere strengt negativt dersom x < 0.

Bemerkning 1. I Danmark er det mest udbredt at sige at tallet nul hverken er positivt eller negativt, men med
vores terminologi er 0 bade positivt og negativt.

Seetning 5 (Mellemvaerdisetningen). Lad [ vere et polynomium og lad a < b vere to reelle tal. Antag at tallet
y ligger mellem tallene f (a) og f (b). Da findes et reelt tal x € [a;b] sd f (z) = y.

Denne saetning geelder ikke kun for polynomier men for alle kontinuerte funktioner, hvilket lgst sagt vil sige
funktioner, hvis graf er sammenhengende og dermed ikke har nogle spring. At der findes et reelt tal = € [a;b]
sd f (xz) = y betyder ikke at der findes en formel til at udregne veerdien af x. Det betyder blot, at man kan
bestemme decimal tal x € [a;b], s& f (z) ~ 0, og at man kan opné vilkarlig stor ngjagtighed. Hvis et polynomium
ikke har rationelle rgdder, vil man normalt beregne rgdderne ved hjelp af et CAS-program.

Eksempel 6. Som bekendt er 12 = 1 < 2 og 22 = 4 > 2. Ifglge mellemveerdissetningen har ligningen 22 = 2
derfor en lgsning, og lgsningen er det reelle tal man kalder kvadratroden af 2. Hvis vi gnsker fgrste decimal
korrekt, kan vi lave et sildeben med funktionsveerdier.

¢ | 10 [ 11 | 1.2 | 1314 |15 |16 | 1.7 | 1.8 ] 1.9 | 20
2% | 1.00 [ 1.21 | 1.44 | 1.69 | 1.96 | 2.25 | 2.56 | 2.89 | 3.24 | 3.61 | 4.00

Vi kan se x = 1.4 er lidt for smat, og x = 1.5 er for stort. Nu ved vi at lgsningen starter med 1.4 og vi kan
tilfpje neeste decimal pa samme made. Med 5 decimaler gelder, at 272 ~ 1.41421. Hvis vi oplofter 1.41421 i
anden, far vi

1.41421% = 1.9999899241

Til de fleste praktiske ggremal dette antal decimaler vaere fuldt ud tilstraekkelig i forhold til praecision. Endnu
stgrre preecision kan ogsa lade sig gore, og det galder uanset hvilken praecision man matte gnske sig. I mange af
de opgaver, vi vil regne for at traene teorien er tallene valgt si man kan gaette rodderne ved p/g-dele metoden. I
praktiske opgaver vil koefficienterne ofte kun veere tilnsermnede veerdier givet som decimaltal. I disse tilfaelde

En vigtig konsekvens af mellemveerdiseetningen er folgende resultat.

Seetning 6. Hvis den kontinuerte funktion f er defineret pd et interval, og f har minimum min (f) og maksimum
max (f), sa er verdimengden givet ved Vm (f) = [min (f) ; max (f)].
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Et vigtigt tilfzelde af mellemvaerdisasetningen er situationen, hvor f (a) og f (b) har forkellige fortegn. Da siger
seetningen, at f har en rod mellem a og b. Det betyder omvendt, at hvis f ikke har rodder i intervallet ]a;b[ ,
s har f konstant fortegn i intervallet ]a; b[. I den situation kan man undersgge fortegnet for f i intervallet ved
at bestemme fortegnet for en tilfeeldig valgt z-veerdi i intervallet. Funktionen vil have samme fortegn for alle
andre z-veerdier i intervallet.

Saetning 7. Et polynomium af ulige grad har mindst en rod.
Bevis. Antag f () = an2™ + an_12" "1+ -+ + a1z + ag . For  # 0 kan vi lave omskrivningen
f(x)=apnz" + 12" '+ a1z + ag

_ n Ap—1 aj ag
= anw -(1+ . +"'+xn*1+x7)'

Hvis = har en stor positiv eller stor negativ veerdi, vil 1 + % + o+ ity + o veere teet pa 1 og dermed
veere positiv. For store positive eller negative vaerdier af x vil fortegnet for f (x) derfor veere det samme som
fortegnet for a,z™. Da n er ulige skifter a,a™ fortegn nar x skifter fortegn. Derfor har f (x) forskelligt fortegn
for store positive veerdier af x og for store negative veerdier af . Da funktionen skifter fortegn, har den ifslge

mellemveaerdiseetningen mindst en rod. O

Med de resultater vi har opnaet, kan vi lave en fortegnsundersggelse for en funktion.

Eksempel 7. Vi vil undersgge funktionen f (r) = 2% — 422 + x + 6 for nulpunkter og fortegn. Farst lgser vi
ligningen f (z) = 0 som har lgsningsmeengde L = {-1,2,3}. Disse tal markeres pa en fortegnslinje. Rgdderne
inddeler tallinjen i fire intervaller. I hvert interval tages et tilfzldigt tal og fortegnet for funktionsveerdien
udregnes. I intervallet [-1;2] kan vi f.eks. tage tallen @ = 0 og vi udregner f (0) = 6, som er et positivt tal.
Dette markerer vi pa fortegnslinjen med et plus. Det betyder at alle funktionsveerdier af tal i intervallet [-1;2] er
positive. Konklusionen pa en fortegnsundersggelse er en liste over i hvilke intervaller funktionen er henholdsvis
positive og negativ.

e Funktionen f er negativ i ]-o0;-1].
e Funktionen f er positiv i [-1;2].
e Funktionen f er negativ i [2;3].

e Funktionen f er positiv i [3;00].



flx) =242+ +6

Nar man skal bestemme fortegnet for funktionsveerdierne, er det ofte lettest at gore det ved hjeelp af det
faktoriserede udtryk. Funktionen f kan skrives som f(z) = (z+1)(x —2) (x — 3). Hvis vi starter med at
indsaette en z-veerdi, der er storre end 3, er alle tre faktorer er positive, og derfor er resultatet positivt. Hvis
vi derefter indsaetter en vaerdi mellem 2 og 3, ser vi at de to forste faktorer stadig er positive, mens den sidste
faktor er negativ. Derfor er resultatet negativt. Hvis vi indszetter en z-veerdi mellem -1 og 2, vil to faktorer blive
negative, s produktet bliver positivt. Hvis vi tager en veerdi mindre end -1 bliver alle tre faktorer negative, og
resultatet bliver derfor negativt.

Eksempel 8. Lad f(z) = 2® — 3z + 2. Ved hjelp af p/¢-metoden kan man lede efter rgdder for polynomi-
et f, hvilket giver = 1 som en af lgsningerne til ligningen f(z) = 0. Roden & = 1 giver faktoriseringen
f(z) = (#* +  — 2) (z — 1). Andengradsligningen z? + z — 2 = 0 har lgsningerne z = 1 og = -2, s& anden-
gradspolynomiet har faktoriseringen 22 + # — 2 = (z + 2) (x — 1) . Derfor har f faktoriseringen

fl@)=(@+2)(z-1)(z-1)
=(z+2)(z—1)%.

En fortegnsundersggelse giver fglgende resultat.
o Funktionen f er negativ i |-co;-2].
e Funktionen f er positiv i [-2; 00].

Vi ser, at roden x = 1 indgar to gange i faktoriseringen, og vi siger, at = 1 er dobbeltrod.



flz) =2% -3z +2

Definition 2. Hvis roden x = r kun ingar en gang i faktoriseringen af polynomiet f, si siges x = r at veere
enkeltrod. Hvis © = r indgéar to gange i faktoriseringen af f, sa siges x = r at veere dobbeltrod. Hvis x = r ingér
tre gange i faktoriseringen af f sa siges x = r at veere tripelrod. Det antal gange en rod indgar i faktoriseringen
af et polynomium kaldes rodens multiplicitet.

Ved en fortegnsundersggelse for polynomiet f vil fortegnet skifte ved en enkeltrod. Hvis der er dobbeltrod, vil
fortegnet ikke skifte. Hvis der er tripelrod, vil fortegnet skifte. En rods multiplicitet vil tydeligt kunne ses pa
grafen for polynomiet.

Enkeltrod Tripelrod

Dobbeltrod

5 Bestemmelse af sekanter og tangenter med Horner

Definition 3. En sekant er en ret linje gennem (mindst) to forskellige punkter pa grafen for en funktion.

Hvis man kender z-koordinaterne til to af disse punkter, kan man bestemme ligningen til sekanten ved at
anvende Horners skema 2 gange.



Eksempel 9. Vi har tidligere set, at hvis f (z) = 22% — 522 — 2z + 6, sa kan f (z) omskrives til
fl2)= (22" —2—4)(z—2)—2.

Grafen gar saledes gennem punktet (2, —2). Vi vil nu bestemme en ligning for sekanten gennem (2, —2) og det
punkt pa grafen for f, som har fgrstekoordinat 1. Beregningen sker igen ved hjzlp af Horners skema.

2 -1 4
0 2 1
=12 1]-3

Det forste led (2o 4 1) (z — 1) (x — 2) er lig nul, nar x = 1 og nar « = 2. Derfor er f (z) = —3 (v —2) — 2 nar
x =1 og nar x = 2. Det vil sige, at sekanten for f gennem punkterne med z-koordinater x = 1 og x = 2 har
ligning y = =3 (z — 2) — 2. Sekantens ligning kan reduceres til y = —3z + 4.

(1, 1)
1.
) ¥ 0 1 2 3 4

11

2, -2
. 2,-2)
_3-

f

Generelt gaelder at Biszouts seetning kan omskrives som

f(@1) =q(@1) - (21— 20) + [ (20)
f (@) = flzo) =4q
f(@1) = f (20)
r1 — X0
Kvotinenten g kan derfor opfattes som en differenskvotient (brgk med en differens i teeller og naevner), og denne

differenskvotient er lig med sekantens haeldning. Ofte skriver man differenskvotienten som % , hvor det graeske
bogstav A (Delta, stort d) er en forkortelse for differens.
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Sekantens ligning kan skrives som s (z) = ¢ (x1) - (¥ — xo) + f (zo) . Ligningen f () = s (x) vil i almindelighed
have x = xp og * = x; som enkeltrodder. Hvis vi teenker os, at z; flyttes teettere og teettere pa xzg, sa
vil sekantens heeldning ¢ (1) neerme sig g (xg). Hvis x; seettes lig med xp, sd far vi en linje med ligning
t(x) =q (o) (x—x0)+ f(x0), og ligningen f (x) =t (x) far dobbeltrod x = x¢ i stedet for sekanten som har
x = xg og x = x1 som enkeltrgdder. Linjen med ligning y = ¢ (z) kaldes tangenten til f i punktet (zo, f (x0)) .
Tangent er en linezer funktion, som giver en god tilneermelse af et polynomium neer et givet punkt. Ligningen
for en tangent kan beregnes ved hjalp af Horners skema pa samme made, som vi brugte Horners skema til at
beregne en ligning for en sekant.

Eksempel 10. Vi har tidligere set, at hvis f (z) = 22 — 522 — 22 + 6, 58 kan f (z) omskrives til
f@)= (22" —2—4)(z—2)—2.

Vi laver nu polynomiers division en gang til, idet vi dividerer g (x) = 22? — 2 — 4 med x — 2. Beregningen sker
igen ved hjezlp af Horners skema.

Det giver
g(x)=[2c+3](z—-2)+2.

For at holde de forskellige parenteser ude fra hinanden er det fgrste parentespar skrevet med firkantede parenteser
(klammar). Nu far vi
fl@) = [2e+3)(z—2)+2](z—2)—2
(22 +3)(x—2)°+2(x-2) -2
= (22+43)(z—2)%+22—6.

Vi har dermed faet omskrevet polynomiet som en sum af en lineser funktion og et polynomium, som har
dobbeltrod for z = 2. Tangenten har dermed ligning y = 2z — 6.

Eksempel 11. Vi er tidligere set, at hvis f (z) = 32% — 722 + Tz — 6, og x = 2, si bliver Horners skema

3 -1 7 -6
0 6 -2 10

r=2[3 -1 5[4
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Sa f () kan omskrives omskrives til f (z) = (3x2 -+ 5) (z — 2)+4. Vi laver nu polynomiers division en gang
til, idet vi dividerer ¢ () = 322 — x + 5 med x — 2. Beregningen sker igen ved hjzlp af Horners skema, men for
at effektivisere udvider vi det tidligere skema med et par raskker mere.

31 7T 6
0 6 -2 10
r=2[3 1 5[4
0 6 10
3 515

Det giver
g(x) =Bz +5)(x—2)+15.

Herved far vi

f) = [Bx+5)(x—2)+15](z—2)+4
= Br+5)(x—2>+15(x—2)+4
= (32+45)(z—2)* + 15z — 26.

Vi har dermed fiet omskrevet polynomiet som en sum af en lineser funktion og et polynomium, som har
dobbeltrod for x = 2. Tangenten har dermed ligning y = 152 — 26.

Ovelse 2. Bestem i hvert tilfeelde tangenten for den pageeldende z-veerdi. Nar tangenten er bestemt, plottes
funktion og tangent i et koordinatsystem ved hjelp af GeoGebra eller et andet CAS-vaerktgj.

a) f(x) =233z +2 for z = 2.

b) f(z) =222 — 322 — 52 + 2 for z = 1.

c) f(z) =a* — 223 — 322 + 5z + 1 for x = -1.

Ovelse 3. En parabel er givet ved f (z) = %x2 — 2z + 2. Udfyld tabellen

;10111213 14(5

[ (x)
[ (x)

Tegn for hver veerdi af xi tabellen det tilsvarende punkt samt en bid af tangenten gennem punktet. Brug punkter
med tilhgrende tangenter til at skitsere parablens forlgb.

6 Parabler

Vi kan bruge vores viden om tangenter til at bevise toppunktsformlen for parabler.

Szetning 8 (Toppunktsformlen). Lad f (x) = az? + bz + ¢ vere et 2.-gradsplynomium. Da er grafen en parabel

med toppunkt (%, %), hvor d betegner diskriminanten bestemt ved d = b% — 4ac.

Bevis. Man opskriver Horners skema for z = % hvilket give

a b c

0 -b2 %
x = % a b2 |c—¥

0 -b2

al|l O

Det betyder at der geelder

b\? b2
ar’+bx+c=alz——) +(c——).
2a 4a

i L. b2 _ dac—=b> _ -d
Tilbage er at lave omskrivningen ¢ — - = =4 = 7. 0
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